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Abstract 

 

The mobile inverted pendulum replaced by human being must keep 

its balancing and autonomous control, move forward, backward and 

turn on a flat plane and an inclined plane. 

This thesis presents a sliding mode controller to stabilize the 

mobile inverted pendulum on a flat plane and an inclined plane which 

can move forward and backward and turn. It also presents 

development results of the mobile inverted pendulum as follows. 

The mobile inverted pendulum is composed of an inverted 

pendulum and a chassis with two coaxial wheels.  

The nonlinear dynamic modeling of the mobile inverted pendulum 

is derived using Newton formula. The derived nonlinear dynamic 

modeling of the mobile inverted pendulum is linearized. 

The decoupling method is also presented to control the rotation 

around the z axis independently of the rotation around y axis. It 

transforms torques of y and z axis into the wheel torques. 
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Based on the linearized dynamic modeling, a sliding mode 

controller is presented to stabilize the mobile inverted pendulum that 

can move forward and backward, and turn on the flat plane and 

inclined plane. To design the sliding mode controller, a switching 

function is defined based on a sliding surface matrix and state 

variable vector. The sliding surface matrix is designed based on an 

optimal control theory to minimize the quadratic performance. A 

control law is designed to stabilizing a switching function using 

reachability conditions to the sliding surface. 

A control system to implement the designed controller is 

developed based on TMS320F28335 microcontroller. To obtain 

information of the mobile inverted pendulum state variables, the 

following sensors are used: encoder, gyro sensor and accelerometer. 

The angle of the mobile inverted pendulum is measured using the 

gyro sensor and the accelerometer. The complementary filter is 

designed to compensate a gyro sensor’s accumulative error and to 

fuse with gyro sensor and accelerometer. The mobile inverted 

pendulum is manufactured to experiment the proposed controller. 

Finally, the simulation and experimental results are shown to 

prove the effectiveness of the proposed controllers. 
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제 1 장  서 론 

 

 

 

1.1 연구 배경 및 동기 

 

오늘날 전세계적으로 주된 운송수단은 석유에너지를 사용하는 

자동차이다. 에너지 전문가들은 많은 석유에너지 소비로 인한 

에너지 고갈에 대한 심각성을 경고하고 있으며, 또한 에너지 

고갈 못지 않게 심각한 문제는 대기오염과 같은 환경오염이 

사회적 문제로 대두되고 있다. 이런 사회적 배경으로 인해 세계 

각국은 환경 규제 강화와 친환경 자동차에 대한 사회적 요구에 

대응하여 하이브리드 자동차, 수소자동차, 전기자동차와 연료전지 

자동차 등 여러가지 미래형 자동차에 대한 연구 개발되고 

상용화되고 있다, 그러나 전세계 뿐만 아니라 우리나라도 자동차 

보유대수가 천만대가 넘어서 도로는 이미 포화상태이다. 

최근에 대중교통의 대체 이동 수단에 대한 관심이 높다. Fig. 

1.1은 유럽에서 대중교통수단으로 제안되어 개발되고 있는 

B2이다. 이것은 이동도립진자형의 두 개의 바퀴를 가지고 있어 

차량의 접근이 제한된 도심의 좁은 거리를 빠르게 이동할 수 

있다. 작은 크기와 줄어든 중량은 연료의 효율성을 향상시킬 수 

있으나 개발 비용과 유지 보수 등의 문제점을 가지고 있다[2]. 
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Fig. 1.1 B2 as Envisioned for Public Service 

 

대중교통수단이 아닌 개인용 이동 수단을 살펴보면, Dean 

Kamen에 의해 발명된 Fig. 1.2와 같은 SEGWAY가 있다[3]. 

이것은 플랫폼 위에 서 있는 사람을 두 개의 바퀴로 균형을 

유지하고 좁은 공간에서 안정적인 주행이 가능하다. 조종 

손잡이를 가지고 있어 좌우로 방향 전환이 가능하고 제자리에서 

360o 회전이 가능하다. SEGWAY의 기울기를 측정하기 위해서 

다수의 자이로 센서와 기울기 센서로 구성되어 있다. 전체 

시스템에서는 단지 3개의 자이로 센서만 사용하고 나머지 다른 

센서들은 안전예방용으로 포함되어 있다. 이러한 SEGWAY는 

Fig. 1.3과 같이 많은 연구기관에서 이동 플랫폼으로 적용하여 

상부의 로봇 시스템의 제어와 SEGWAY SOCCER에 대한 연구가 

이루어지고 있다[4-6].  
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Fig. 1.2 SEGWAY Fig. 1.3 SEGWAY Robotic 

Mobility Platform(RMP) 

 

하지만 SEGWAY의 기울기 측정에 사용되는 매우 고가의 

자이로 센서와 기울기 센서를 사용하므로 일반적으로 

사용하기에는 큰 어려움이 있으므로 이에 신경망 제어기를 

사용하여 저가의 자이로 센서의 성능을 향상시키는 것에 대한 

연구가 이루어졌다[7]. 또한 자이로 센서는 시간이 지남에 따라 

발생하는 누적오차로 정확한 기울기 측정에 어렵게 된다. 따라서 

이러한 문제를 개선하기 위해서 자이로 센서의 누적오차 보상에 

관한 연구가 절실히 요구된다.  

이동도립진자의 주된 목적인 안정화에 대한 몇몇의 연구와 

제어기법이 소개되었다. 1984년 K. Furuta 등은 삼중 도립진자의 

안정화를 위해 컴퓨터 제어를 행하였으며, 1988년 Q. Feng 등은 
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극점 배치법과 최적제어기법을 비교하여 도립진자의 안정화에 

대한 시뮬레이션 결과를 발표하였다[8,9]. 그러나 이 결과는 

시스템의 상태가 평형점 주위의 미소 변위에서 선형화된 근사 

모델에 대해서만 만족되며, 시스템의 상태가 평형점에서 

벗어나면 안정화되지 못하는 단점을 가지고 있으므로, 

비선형성을 고려한 제어가 요구된다. 2002년에 F. Grasser등은 

JOE라는 이동도립진자를 만들었다[1]. 이것은 각 바퀴에 

기어박스가 연결된 DC 모터로 구동되는 대차와 도립진자로 

구성되어 있다. 도립진자 시스템의 균형을 유지하기 위하여 

필요한 여러가지 센서를 기반으로 하여 선형화된 모델을 

제어하게 된다. 2007년 S. Y. Seo등은 이동도립진자의 자세 

제어에 대하여 기구학적으로 불안정한 도립진자 시스템의 

제어이득 결정을 위하여 LQR(Linear Quadratic Regulator) 

제어기를 선택하였다[10]. 이러한 선형제어들은 이론적으로 

제어기의 구조가 복잡하지 않아 널리 사용된다[11-22]. 그러나 

시스템에 불확실성이나 외란이 발생할 경우, 제어기가 만족할 

만한 성능을 발휘하지 못할 수가 있다. 따라서 이동도립진자의 

불확실성과 외란이 발생할 경우, 안정성을 가지는 강인한 

제어기법이 요구된다. 이러한 요구를 만족시키는 비선형 

제어기들 중 슬라이딩 모드 제어기가 제안된다. 이러한 슬라이딩 

모드 제어기를 이동도립진자에 적용하면 외란이 발생하더라도 

높은 강인성을 가지게 되어 우수한 제어성능을 보인다. 1998년 J. 

Ackermann등은 Ackermann 공식을 기반으로 한 슬라이딩모드 

제어기를 설계하고 제어기 성능을 시뮬레이션 결과로만 

증명하였다[23]. 2007년 M. T. Kang은 모터의 회로방정식을 
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이동도립진자의 역학적 운동방정식과 결부한 동력학적 모델링 

식을 제안하였고, 이 모델링에 기반을 두어 Ackermann 공식을 

이용한 슬라이딩 모드 제어기를 설계하고 제어기 성능을 

시뮬레이션과 실험 결과로 증명하였다[29]. 

상기 내용에 기반하여, 본 연구에서는 이동도립진자를 

개발하고 이를 정확히 제어하는데 그 목적이 있다. 이동도립진자 

몸체의 기울기 측정을 위하여 상용화된 저가의 자이로 센서와 

가속도 센서를 사용하고 각 센서의 주파수 특성을 분석하여 

자이로 센서의 누적오차 보상 및 센서 융합을 위한 보상필터 

설계법에 대하여 소개한다. 이동도립진자는 수평면뿐만 아니라 

경사진 지형에서도 항상 몸체의 균형 유지를 위해 제어가 

가능하여야 한다. 여기서 경사진 지형은 이동도립진자의 모델에 

외란으로 존재하게 되고 이러한 외란을 충분히 제어 가능한 

슬라이딩모드 제어기를 설계하여 강인성을 알아보는데 본 연구의 

목적이 있는 것이다.  
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1.2 연구 방법 및 내용 

 

최근에 개인 이동 수단으로 많이 이용되는 이동도립진자는 

주행이나 방향 전환 시 수평면과 경사진 지형 등 다양한 

환경조건에서 항상 몸체의 안정성을 확보하기 위해 자율적인 

제어가 가능하여야 한다. 

본 연구는 수평면 및 경사면 위에서도 전후방향 이동 및 회전 

가능한 이동도립진자를 안정화하기 위한 슬라이딩모드 제어기를 

제안하고, 본 연구의 내용을 다음과 같이 요약한다. 

첫째, 이동도립진자의 구성에 대해 서술한다. 이동도립진자는 

몸체와 동일한 축에 배치된 두 개의 구동바퀴로 구성되어 있다. 

이동도립진자가 수직방향으로 안정화 되고 전후방향 이동 및 

회전이 가능하게 하기 위해서 2 개의 모터가 양쪽 바퀴를 

구동하게 된다. 

둘째, 이동도립진자는 뉴턴 공식을 이용하여 수평면과 

경사면에 대하여 각각의 비선형 모델을 고려한 모델링을 

수행하고, 선형화 과정을 통하여 선형화된 동력학적 모델을 

제시한다. 

셋째, 상태공간 방정식으로부터 z 축 및 y 축에 대한 회전 

토크들과 좌우 바퀴에 대한 입력 토크들과의 변환 관계를 구하는 

decoupling 제어기법을 제시한다. 또, 이동도립진자의 모델링을 

바탕으로 수평면 및 이동도립진자에 외란으로 작용하는 경사면 

위에서도 전후방향 이동 및 회전 가능한 이동도립진자를 

안정화시키기 위하여 강인한 제어 성능을 보이는 슬라이딩모드 
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제어기를 제안한다. 슬라이딩모드 제어기를 설계하기 위해서는 

먼저 슬라이딩평면벡터와 상태변수벡터를 이용하여 스위칭 

함수를 정의한다. 이 슬라이딩평면벡터의 설계는 최적 제어 

이론에 근거하여 결정되며, 스위칭함수의 슬라이딩평면으로의 

도달조건을 이용하여 스위칭함수를 영으로 하는 제어칙이 

설계된다. 

넷째, 설계된 제어기를 구현하기 위한 제어시스템은 

TMS320F28335를 기반으로 개발한다. 또한 본 연구의 실험을 

위한 이동도립진자를 제작한다. 이동도립진자의 위치 및 

선속도는 모터에 부착된 엔코더를 이용하여 측정되며, 

이동도립진자 몸체의 기울기는 자이로 센서와 가속도 센서를 

이용하고, 자이로 센서의 누적오차 보상 및 자이로 센서와 

가속도 센서와의 융합을 위한 보상필터의 설계법을 소개하고 

이를 적용하여 기울기를 측정한다. 

다섯째, 제어기의 유효성을 검증하기 위해 시뮬레이션과 실험 

결과를 제시한다. 

마지막으로, 본 연구의 결론 및 향후 연구에 대하여 기술한다. 
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제 2 장 이동도립진자 시스템의 구성 

및 모델링 

 

 

 

본 장에서는 이동도립진자의 시스템 구성을 서술하고, 또한 

수평면과 경사면에서 이동도립진자의 직선주행과 제자리 회전을 

위한 각각의 동력학적 모델링을 제시한다. 

 

2.1 이동도립진자 시스템의 구성 

 

본 연구에 사용된 이동도립진자의 구성은 Fig. 2.1과 같다. 

이동도립진자는 몸체, 구동바퀴, 제어시스템과 센서들로 구성되며, 

핸들은 대차에 고정되어 있다. 제어시스템, 자이로 센서, 가속도 

센서가 대차의 윗면에 설치된다. 2개의 구동바퀴들이 대차의 

좌우에 설치되어 DC모터에 의해 구동되며 이동도립진자의 

균형유지와 주행을 하도록 한다. 각각의 모터에는 엔코더가 

부착되어 몸체의 이동거리와 바퀴의 회전속도를 측정하게 된다. 

이동도립진자를 제어하기 위한 제어시스템은 마이크로프로세서 

DSP TMS320F28335를 사용하였다. 또한 자이로 센서와 가속도 

센서를 융합하여 몸체의 기울기 및 회전각속도를 측정한다. 

그리고 본 연구에 개발된 실제 이동도립진자를 Fig. 2.2에 

나타낸다. 
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① Platform ② DSP TMS320F28335 

③ Gyro sensor & Accelerometer ④ Motor & Encoder 

⑤ Wheel ⑥ Chassis 

Fig. 2.1 Configuration of Mobile Inverted Pendulum 

 

 

Fig. 2.2 Mobile Inverted Pendulum 
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2.2 이동도립진자 제어시스템의 구성 

 

이동도립진자를 제어하기 위한 제어시스템의 구성도는 Fig. 

2.3과 같다. 

 

 

Fig. 2.3 Configuration of Control System 

 

이 제어시스템은 호스트 컴퓨터부, 마이크로 컨트롤러부, 

엑츄에이터 드라이버부, 센서부, 그리고 엑츄에이터부로 구성된다. 

호스트 컴퓨터는 RS232 시리얼 통신을 이용하여 이동도립진자의 
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수동조작을 위한 명령 전달과 데이터수집을 하고, 마이크로 

컨트롤러부는 DSP TMS320F28335를 사용하여 모터에 부착된 

엔코더와 센서부의 신호를 계속적으로 입력을 받아 제어 연산을 

수행한 후 PWM 제어 신호를 엑츄에이터 드라이버부에 출력한다. 

엑츄에이터부는 DC모터 2개로 구성되고 바퀴를 구동한다. 

센서부는 자이로 센서와 가속도 센서로 구성되어 있고, 센서 

신호를 마이크로 컨트롤러에 전송하여 몸체의 기울기를 구하는 

데 사용된다. Fig. 2.4는 본 연구에 개발된 실제 제어시스템을 

나타낸다. 

 

 

Fig. 2.4 Control system 
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2.3 이동도립진자의 동력학적 모델링 

 

이 절에서는 수평면과 경사면에 대한 이동도립진자의 

직선주행과 제자리 회전을 위한 동력학적 모델을 제시한다. 

 

2.3.1 수평면 동력학적 모델링 

Fig. 2.5은 수평면 위를 제자리 회전 및 직선운동하는 

이동도립진자의 동력학적 모델링을 위한 좌표계로 표현한 것이다. 

 

RRM gRLM g

zpitch

yaw

pM g

py

LV

 

Fig. 2. 5 Free body diagram of the Mobile Inverted Pendulum 
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이동도립진자의 동력학적 모델링을 위해서, 다음과 같은 

가정이 제시된다. 

 

(1) 모델링의 단순화를 위해 좌우 구동바퀴는 지표면에 항상 

밀착되어 있다고 가정하면 좌우 구동바퀴의 y 축 방향의 

변위는 0,  0RL RRy y= = 이다. 

(2) 미끄러짐은 없이 순수 회전한다고 가정한다. 

(3) 몸체의 전진방향의 대칭축에 수직방향으로는 움직일 수 

없다고 가정한다. 

 

Table 2.1은 이동도립진자의 모델링을 위한 매개변수들을 

표시한 것이다. pq 와 pq
& 는 각각 z 축에 대한 회전각과 각속도를 

나타내며, rx 과 rx& 는 각각 몸체의 직선 운동 변위와 선속도를 

나타내며 d 와 d& 는 각각 몸체의 y 축에 대한 회전각과 

회전각속도를 나타낸다. 외부에서 인가되는 외란은 

이동도립진자의 무게중심에서 작용하는 힘 ,  dP Cf F q 와 좌우 

구동바퀴에 작용하는 힘 ,  dRL dRLf f  으로 나타낼 수 있다.  
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Table 2.1 Parameters Used for Mobile Inverted Pendulum 

Parameter Description 

,  RL RRM M  [ kg ] 좌우 구동바퀴의 질량 

pM  [ kg ] 바퀴를 제외한 몸체의 질량 

R  [m ] 바퀴의 반지름 

D  [m ] 바퀴와 바퀴 사이의 거리 

L  [m ] z축과 몸체 무게중심 사이의 거리 

g  [ 2/m s ] 중력가속도 

0 0, / ,RL RR RL RRx x x x  [m ] 
수평면에서 좌우 구동바퀴의 x축 방향 변위 

/경사면에서의 좌우 구동바퀴의 x축 방향 변위 

0 0, / ,RL RR RL RRq q q q [ rad ] 
수평면에서 좌우 구동바퀴의 회전각 

/ 경사면에서의 좌우 구동바퀴의 회전각 

px , py  [m ]  x , y축 방향의 몸체의 변위 

a [ rad ] 경사면의 기울기 

,L Rt t [ Nm ] 좌우 구동바퀴의 구동토크 

, ; ,L R L RH H V V [ N ] 
좌우 구동바퀴와 몸체 사이에 작용하는 수평 

반력과 수직 반력 

, ; ,TL TR TL TRH H V V [ N ] 
좌우 구동바퀴의 지면으로부터 작용하는 수평 

반력과 수직 반력 

,RL RRJ J [ 2kgm ] 좌우 구동바퀴의 관성모멘트 

pJ [ 2kgm ] 몸체의 관성모멘트 

Jd [ 2kgm ] y축에 대한 몸체의 관성모멘트 

,  ,  abs absx y z  이동도립진자의 회전하기 전의 좌표계 

,  ,  x y z  이동도립진자의 회전한 후의 좌표계 
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1. 구동바퀴의 동력학적 모델링 

좌우 구동바퀴가 지표면에 항상 밀착되어 있으므로 

,  RL RRy y 에 대한 운동방정식은 필요없다. 따라서 좌우 구동바퀴의 

질량이 RL RR rM M M= = 이라면, 수평면 rx 방향에 대하여 좌우 

구동바퀴의 힘-모멘트 방정식은 다음과 같다. 

 

RL r TL L dRLx M H H f= - +&&                               (2.1) 

RL RL L TLJ H Rq t= -&&                                    (2.2) 

RR r TR R dRRx M H H f= - +&&                               (2.3) 

RR RR R TRJ H Rq t= -&&                                    (2.4) 

 

또한, 좌우 구동바퀴가 지면에 대하여 미끄러짐 없이 

회전하여 구동한다는 가정으로부터, 좌우 구동바퀴의 수평 

가속도 ,  RL RRx x&& &&  와 회전 가속도 ,  RL RRq q&& &&  사이의 관계식을 

다음과 같이 얻을 수 있다. 

 

RL
RL RL RL

x
x R

R
q q= ® =

&&& &&&                                (2.5) 

RR
RR RR RR

x
x R

R
q q= ® =

&&& &&&                                (2.6) 

 

이동도립진자가 직선 운동한다고 하면, RL RR rx x x= = 이다. 
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RL RR RJ J J= = 로 가정하고 식 (2.5)를 식 (2.2), 식 (2.6)을 

식 (2.4)에 대입하면 지면으로부터 작용하는 수평 반력 

,  TL TRH H 은 다음과 같이 기술된다. 

 

2 2
L RL L RL L R

TL RL RL r

J J J
H x x

R R R R R R

t t t
q= - = - = -&& && &&            (2.7) 

2 2
R RR R RR R R

TR RR RR r

J J J
H x x

R R R R R R

t t t
q= - = - = -&& && &&

  
        (2.8) 

 

좌우 구동바퀴에 대한 식 (2.1)과 식 (2.3)을 합하면, 다음과 

같이 주어진다. 

 

( ) ( )RL RR r TL TR L R dRL dRRx x M H H H H f f+ = + - + + +&& &&       (2.9) 

 

식 (2.7)과 식 (2.8)을 식 (2.9)에 대입하여 수평 가속도 rx&& 와 

모터 구동 토크 ,  L Rt t  사이의 관계를 다음과 같이 나타낸다. 

 

( )2

2
2 R L R

r r L R dRL dRR

J
M x H H f f

R R

t t+æ ö
+ = - + + +ç ÷

è ø
&&       (2.10) 

 

식 (2.10)에는 여전히 미지의 수평 반력 ,  L RH H 이 존재한다. 
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2. 몸체의 동력학적 모델링 

이동도립진자가 수평면에서 직선주행 운동하여 몸체의 

z 방향으로 운동이 없다고 가정하면, 몸체의 질량 중심에서의 

x축과 y축에 대한 힘 평형 방정식은 다음과 같다. 

 

( )p p R L dPx M H H f= + +&&                              (2.11) 

p p R L p Cy M V V M g F q= + - +&&                          (2.12) 

 

몸체의 질량 중심에 대한 모멘트 방정식은 식 (2.13)과 같다. 

 

( ) sin ( ) cos ( )p p R L p R L p L RJ V V L H H Lq q q t t= + - + - +&&   (2.13) 

 

몸체의 질량 중심에 대한 수평 속도 px& 와 바퀴 회전 중심 

수평 속도 rx& 에 대한 관계는 다음과 같다. 

 

cos cos
2

RL RR
p p p p p r

x x
x L L xq q q q

+
= + = +

& && && &             (2.14) 

 

식 (2.14)를 미분하면, 몸체의 질량 중심에 대한 수평 

가속도와 바퀴 회전 중심 수평 가속도 px&& 와 rx&& 사이의 관계는 

다음과 같다. 



 18

2cos sinp p p p p rx L L xq q q q= - × +&& &&& &&                      (2.15) 

 

몸체의 질량 중심에 대한 수직 속도 py& 는 다음과 같다. 

 

sinp p py Lq q= - &&                                     (2.16) 

 

식 (2.16)을 미분하면, 수직 가속도 py&& 는 다음 식과 같이 

유도된다. 

 

2sin cosp p p p py L Lq q q q= - - ×&& &&&                        (2.17) 

 

식 (2.11)에 식 (2.15)을 대입하면, 다음과 같이 기술된다. 

 

2cos sinR L p p p p p p p r dPH H M L M L M x fq q q q+ = × - × + -&& & &&  (2.18) 

 

식 (2.12)에 식 (2.17)를 대입하면, 다음과 같이 주어진다. 

 

2sin cosR L p p p p p p p CV V M L M L M g F qq q q q+ = - × - × + -&& &
 
(2.19) 
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식 (2.18)과 식 (2.19)를 식 (2.13)에 대입하면, 다음과 같이 

정리된다. 

 

2( ) cos sin

                           ( ) sin cos

p p p p p r p p

L R C p dP p

J M L M L x M gL

F L f Lq

q q q

t t q q

+ = - +

- + - +

&& &&
   (2.20) 

 

식 (2.18)을 식 (2.10)에 대입하면, 다음과 같이 구할 수 있다. 

 

2

2

2
(2 ) cos

                              sin

R L R
r p r p p p

p p p dRL dRR

J
M M x M L

R R

M L f f

t t
q q

q q

+
+ + = - × +

+ × + +

&&&&

&
       (2.21) 

 

Pq 가 0o 근처에서 매우 작게 움직인다면, 다음과 같이 가정할 

수 있다. 

 

20,  sin ,  cos 1,  ( ) 0p p p p pq q q q q» » » »&  

 

식 (2.20)과 식 (2.20)에 몸체의 단면을 원이라고 가정한 

몸체의 관성 모멘트 21

3
p pJ M L= 과 바퀴의 관성 모멘트 

21

2
R rJ M R= 을 대입하면, 다음과 같은 선형화된 방정식을 구할 수 

있다. 
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3 4 3
( )

12 (12 )

p
r p L R

r p r p

M g L R
x

M M M M RL
q t t

- +
= + +

+ +
&&             (2.22) 

2

3 (3 ) 3(3 )
( )

(12 ) (12 )

r p r p p
p p L R

r p p r p

g M M M R M R M L

L M M M L M M R
q q t t

+ - + +
= + +

+ +
&&       (2.23) 

 

외란 ,  ,  dRL dRR dPf f f 와 CF q 가 없다고 가정하고 이동도립진자가 

수평면에서 제자리 운동한다고 하면, 몸체의 y 축에 대한 

모멘트는 다음과 같다. 

 

( )
2

L R

D
J H Hdd = -&&                                  (2.24) 

 

식 (2.24)에 식 (2.1)과 식 (2.3), 관성모멘트 21

12
pJ M Dd = 를 

대입하여 구하면, 다음과 같이 정리된다. 

 

6
( )

( 9 )
L R

p rM M RD
d t t= -

+
&&                            (2.25) 

 

이동도립진자의 수평면의 동력학적 방정식들인 식 (2.22), 식 

(2.23)와 식 (2.25)으로부터 시스템의 상태공간 방정식을 행렬 

형태로 다음과 같이 표현한다. 

 



 21

21 2223

41 4243

61 62

0 00 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 00 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 00 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

r r

r r

Lp p

Rp p

x x

B Bx A x

B BA

B B

tq q

tq q

d d

d d

é ù é ùé ù é ù
ê ú ê úê ú ê ú
ê ú ê úê ú ê ú
ê ú ê úê ú ê ú é ù

= +ê ú ê úê ú ê ú ê ú
ê ú ë ûê úê ú ê ú
ê ú ê úê ú ê ú
ê ú ê úê ú ê ú

-ê úê ú ë û ë û ë ûë û

&

&& &

&

&& &

&

&& &

  (2.26) 

 

여기서 23 43 21 22 41 42 61, , , , , ,A A B B B B B  과 62B 는 이동도립진자의 

파라미터로 정의된다. (부록 A.1 증명 참조) 

  

23

4
1

3

pM
A g L

X

æ ö
= -ç ÷

è ø  

43

pgM
A

X
=

 

21 22

4 1

3 p

LY
B B

X M L

æ ö
= = -ç ÷ç ÷

è ø
 

41 42

Y
B B

X
= = -

 

61 62

6

(9 )r p

B B
M M RD

= =
+  

( 12 )1

3 3

p p r

p r

M M M L
X

M M

+
=

+  

1

( 3 )

p

p r

M
Y

M M R L
= +

+
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2.3.2 경사면 동력학적 모델링 

Fig. 2.6은 경사면 위를 직선 운동하는 이동도립진자의 

동력학적 모델링을 위하여 좌우 구동바퀴를 좌표계로 표현한 

것이다. 

 

TLV

TLH

RLy

LH

LV

Lt

dRLf
RLM g

RLq

0RLx

rx
a x

TRV

TRH

RRy

LH

RV

Rt

dRRf
RRM g

RRq
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Fig. 2.6 Free body diagram of the Wheel 

 

1. 구동바퀴의 동력학적 모델링 

좌우 구동바퀴는 경사면에 항상 밀착되어 있고, 미끄럼 없이 

순수 구동한다고 가정한다. 좌우 구동바퀴의 질량 

RL RR rM M M= = 으로 일정하다고 하면, 경사면에 나란한 방향에 

대한 좌우 구동바퀴의 힘-모멘트 방정식은 다음과 같다. 

 

0 cos cos sin

               sin

RL r L dRL L

r TL

x M H f V

M g H

a a a

a

= - + -

- +

&&
               (2.27) 

0RL RL L TLJ H Rq t= -&&                                  (2.28) 
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0 cos cos sin

               sin

RR r R dRR R

r TR

x M H f V

M g H

a a a

a

= - + -

- +

&&
              (2.29) 

0RR RR R TRJ H Rq t= -&&                                  (2.30) 

 

앞의 식 (2.10)을 구하는 동일한 유도과정을 적용해서 식 

(2.31)을 다음과 같이 구한다. 

 

02

2
(2 ) cos ( ) cos ( )

                               sin ( ) 2 sin

R
r r L R dRL dRR

L R
L R r

J
M x H H f f

R

V V M g
R

a a

t t
a a

+ = - + + +

+
- + - +

&&
    (2.31) 

 

2. 몸체의 동력학적 모델링 

이동도립진자가 경사면에서 직선 주행하여 몸체의 z 방향의 

운동이 없다고 가정한다. 바퀴 회전 중심의 수평 가속도 rx&& 와 

경사면 가속도 0rx&& 는 다음과 같은 관계가 있다. 

 

0cosr rx xa= ×&& &&                                       (2.32) 

 

이동도립진자가 직선 운동한다고 하면 0 0 0RL RR rx x x= = 이다. 

경사면에서 몸체의 질량 중심 ( ),  p px y 에 대한 힘-모멘트 

방정식들은 수평면에서의 힘-모멘트 방정식과 같다. 식 (2.15)와 
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식 (2.32)을 이용해서 식 (2.11)에 대입하면, 수평 반력은 다음과 

같이 나타난다. 

  

2

0

cos sin

                 cos

R L p p p p p p

p r dP

H H M L M L

M x f

q q q q

a

+ = - ×

+ -

&& &

&&
             (2.33) 

 

몸체의 수직 가속도와 경사면 가속도는 다음과 같은 관계가 

있다.  

 

2
0sin cos sinp p p p p ry L L xq q q q a= - - × + ×&& &&& &&               (2.34) 

 

식 (2.34)를 식 (2.12)에 대입하면, 다음과 같이 수직 반력에 

대해 기술된다. 

 

2
0 sin sin cos

              

R L p r p p p p p p

p C

V V M x M L M L

M g F q

a q q q q+ = - - ×

+ -

&& &&&
   (2.35) 

 

식 (2.33)와 식 (2.35)을 식 (2.31)에 대입하여 다음과 같은 

방정식을 얻을 수 있다. 

 

02

2

2
(2 ) cos( )

                 (2 ) sin sin( )

                 ( ) cos sin

R L R
r p r p p p

r p p p p

dP dRL dRR C

J
M M x M L

R R

M M g M L

f f f F q

t t
q a q

a q a q

a a

+
+ + = - + +

- + + +

+ + + +

&&&&

&        (2.36) 
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몸체에 대한 모멘트 방정식은 다음과 같이 나타난다. 

 

( ) sin ( ) cos ( )p p R L p R L p L RJ V V L H H Lq q q t t= + - + - +&&   (2.37) 

 

앞에서 구해진 수평 반력, 수직 반력에 대한 식 (2.33), 

(2.35)을 식 (2.37)에 대입하면, 다음과 같은 방정식을 얻을 수 

있다. 

 

2
0( ) cos( ) sin

                          ( ) sin cos

p p p p p r p p

L R C p dP p

J M L M L x M gL

F L f Lq

q q a q

t t q q

+ = - + +

- + - +

&& &&
     (2.38) 

 

,  pq a 가 충분히 작게 움직이는 각이라면, 다음과 같이 

가정할 수 있다. 

 

2

0,  sin ,  sin ,

cos( ) 1,  sin( ) ,  ( ) 0

p p p

p p p p

q a q q a a

q a q a q a q

+ » » »

+ » + » + »&
  

 

외란 ,  ,  dRL dRR dPf f f 와 CF q 가 없다고 가정하고, 식 (2.36)과 식 

(2.38)에 선형화 과정을 거치고 몸체의 단면을 원이라고 가정한 

몸체의 관성 모멘트 21

3
p pJ M L= 와 바퀴의 관성 모멘트 

21

2
R rJ M R= 를 대입하면, 다음과 같은 방정식을 구할 수 있다. 
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0
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x
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+
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         (2.39) 

2

3 (3 ) 3 (2 )

(12 ) (12 )

3(3 )
     ( )

(12 )

r p r p

p p

r p r p

r p p

L R

p r p

g M M g M M

L M M L M M

M R M R M L

M L M M R

q q a

t t
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- + +
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+

&&

             (2.40) 

 

이동도립진자의 경사면에 대한 동력학적 운동방정식 들인 식 

(2.25), 식 (2.39)와 식 (2.40)으로부터 시스템의 상태공간 

방정식을 다음과 같이 구할 수 있다. 
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  (2.41) 

 

여기서 2D 와 4D 는 경사면에 따른 외란 파라미터로 정의된다. 
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제 3 장 이동도립진자의 센서와 

보상필터 

 

 

 

본 장에서는 이동도립진자의 몸체 기울기와 회전각속도를 

자이로 센서와 가속도 센서를 사용하여 측정하는 방법에 대하여 

설명한다. 기울기 측정을 위하여 단독으로 자이로 센서를 사용할 

경우, 시간이 지날수록 자이로 센서는 누적오차가 발생하여 

정확한 기울기 측정이 어렵다. 또, 가속도 센서는 진동이나 

외부의 충격에 민감하게 반응하기 때문에 기울기를 측정하는데 

어려움이 많다. 따라서 서로 다른 센서의 신호를 융합하는데 

사용되는 보상필터를 설계하고, 이 보상필터를 이용하여 자이로 

센서와 가속도 센서를 융합하여 실질적인 몸체의 기울기와 

회전각속도의 측정을 가능하게 한다.  

 

3.1 자이로 센서의 특징 

 

자이로 센서는 회전하는 물체의 초당 각속도(angular 

velocity)를 측정하는 센서로서 코리올리의 효과를 이용하여 

물체의 외부적인 회전 속도를 감지하여 물체의 각속도로 

나타낸다. 이러한 각속도 데이터를 마이크로프로세서를 통하여 

적분 연산한 후 원하는 기울기 각을 얻을 수 있다. 그러나 
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유한한 시간 단위로 적분 연산을 하기 때문에 적분 오차가 

발생하고 시간이 지남에 따라 자이로 센서의 오차 누적으로 한쪽 

방향으로 기울어지게 된다. 이런 누적오차로 자이로 센서의 초기 

기준값(gyro bias)이 변하는 현상을 드리프트(drift)라고 한다. 본 

연구에 사용된 자이로 센서는 Fig. 3.1의 NT-Gyro300으로 

InvenSense 사의 IDG-300을 이용한 모듈로서 하나의 칩에 X, 

Y의 2축이 포함되어 있고 최대 500 / sec± o

 의 범위까지 측정 

가능하다. Low-pass filter 회로를 내장하고 있어서 넓은 주파수 

영역을 통한 특정 잡음을 제거할 수 있고 아날로그 전압으로 

자이로 값을 출력한다.  

 

 

Fig. 3.1 Gyro Sensor 

 

Table 3.1 Gyro Sensor’s Specifications 

특 성 범 위 

공급전압  3.0 ~ 3.3 DC V+ +  

최대 반응 범위 500 / sec± o  

민감도 2.0 / / secmV o  

동작온도 0 ~ 70 C+ o  
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3.1.1 자이로 센서 누적오차 

Fig. 3.2는 엔코더에 진자를 연결하고 진자의 끝단에 자이로 

센서를 고정하여 자유운동시켰을 때 자이로 센서와 엔코더의  

출력값을 측정한 결과를 보여준다. 출력 그래프를 보면 자이로 

센서의 출력값은 엔코더의 출력값과 비교해서 대체로 유사한 

파형을 나타내고 있으나, 약 13초가 경과한 후 진자가 

정지하였을 때 엔코더는 초기 정지상태와 동일하게 0[ ]rad 을 

나타내는 반면, 자이로 센서는 누적된 오차로 0.13[ ]rad 정도 

드리프트가 발생하였음을 알 수 있다. 따라서 자이로 센서를 

단독으로 사용하여 초기에는 이동도립진자의 제어가 가능하지만, 

시간이 지날수록 드리프트로 인해 제어가 어렵게 되는 것을 알 

수 있다. 
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Fig. 3.2 Gyro Sensor’s Accumulation Error 
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3.2 가속도 센서의 특징 

 

가속도계(accelerometer)는 어떤 운동체의 가속도를 

측정하는 기구로서 진자를 운동체에 매달아 두면 가속도의 

영향을 받아 진자가 흔들리는 양상을 나타낸다. 진자의 운동 시 

진자의 주기가 짧으면 운동체의 가속도는 크게 나타나고 진자의 

주기가 길면 가속도는 적게 나타난다. 가속도의 단위는 

중력가속도 g 2[9.8 / sec ]m 로 표시한다. 

가속도 센서는 진동이나 충격 등의 외력에 민감하게 반응하기 

때문에 실질적인 기울기를 획득하기에는 다소 어려운 점이 많다. 

하지만 정적 가속도는 지구의 중력에 대해서 항상 일정한 수치를 

나타내기 때문에 가속도 센서로 절대적인 기울기 값을 측정할 수 

있는 장점이 있다. 

이동도립진자의 기울기를 측정하기 위해서 단일칩 상에서 

3축 가속도를 측정할 수 있는 가속도센서(MMA7260Q, 

Freescale. Co.)를 사용하였다. 이 센서는 가속도에 따른 콘덴서 

용량 변화형 가속도 센서로서 C-V컨버터, 1차 Low-pass filter, 

온도보상회로를 내장하고 있으며, 1.5g에서 6g까지 4단계로 센서 

감도의 조절이 가능하다. 또한 저전압, 저전력으로 동작하며, 

슬립모드로 동작할 때는 3 Am 의 소비전류특성을 가지므로 

저전력 동작이 중요시되는 다양한 센서 응용분야에 활용이 

가능하다.  
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3축 가속도 센서에서 측정되는 가속도의 좌표계는 Fig. 3.3과 

같다. Fig. 3.3에서 각 축의 출력단의 신호는 측정 방향을 

나타낸다. 즉 좌우방향 X축, 전후방향 Y축, 상하 방향이 Z축에 

해당한다. 예를 들면 가속도 센서를 Fig. 3.3과 같이 놓고 

윗면에서 관찰할 경우 좌측 방향으로 힘이 인가되면 X축의 

센서는 양의 값을 출력하고, 우측방향으로 힘이 인가되면 음의 

값을 출력한다. 이동도립진자의 동작 시 움직임이나 상태에 따라 

해당되는 축의 신호를 출력하게 된다.  

 

 

Fig. 3.3 Accelerometer’s Output with respect to 

Acceleration’s Direction 

 

3.2.1 가속도 센서의 각도변환 알고리즘 

Fig. 3.4를 보면 검은색 실선으로 표시된 것이 항상 지구 

중심방향으로 중력이 작용하는 고정좌표계이고 점선이 가속도 
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센서 입장에서의 Z축과 Y축이다. 가속도 센서는 가속도를 

검출하므로 만약 가속도 센서가 기울지 않았다면 가속도 센서의 

Z축 방향에서만 중력 가속도가 검출된다. 그러다가 Fig. 3.4처럼 

기울이면 Y축에 작용되는 중력 가속도 성분은 점점 커질 것이고, 

Z축에 작용되는 중력가속도 성분은 점점 작아지게 된다. 이를 

삼각함수의 역함수를 이용하여 간단히 적용해 각도변환 

알고리즘으로 이용한 것이다. 

 

cosg q

q

q

q

( )g 중력

sing q

 1tan
y

z
q - æ ö
= ç ÷

è ø
 

Fig. 3.4 Angle Conversion Algorithm of Accelerometer 

 

가속도 센서의 기울기 각 q 는 다음과 같이 표현된다. 

 

1tan
y

z
q - æ ö
= ç ÷

è ø
                                        (3.1) 
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여기서 ,  y z는 가속도 센서의 Y, Z축의 출력값이다. 

Fig. 3.5는 Fig. 3.2와 동일한 조건에서 가속도 센서의 

출력값을 측정한 결과이다. 가속도 센서의 엔코더의 각에 비해 

기울기 각이 매우 작아 정확한 기울기 각의 측정이 어려운 것을 

알 수 있다. 하지만 자이로 센서와 달리 진자의 운동이 끝난 후 

정지 시에도 드리프트는 보이지 않아서 자이로 센서와 융합하여 

보정용 센서로 사용할 수 있다. 
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Fig. 3.5 Characteristics of Accelerometer 
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3.3 보상필터 설계 

 

Fig. 3.6은 본 연구에서 고려한 보상필터의 블록선도이다. 

가속도 센서의 기울기 각도 aq 정보와 자이로 센서의 각속도 Gq
&  

출력의 적분값을 이용하여 원하는 최종 출력인 기울기 각도 

Cq 를 구하는데 사용한다. 또한, 각 입력과 출력에 대한 

전달함수를 구해보면, 저역통과 필터와 고역통과 필터가 결합된 

보상필터로 구성된 것을 알 수 있다. 

  

aq
+

ò

Gq
&

pK

+
+

--
Cqò iK

+

Fig. 3.6 Block Diagram of Complementary Filter 

 

Fig. 3.6의 블록선도를 구해보면, 다음 식 (3.2)와 식 (3.3)과 

같이 나타낼 수 있다. 

 

( )

2

2 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

( )
        ( )

i
c G p c a

p iG
a

p i p i

K
s s K s s

s s

K s Kss
s

s K s K s s K s K

q q q q

q
q

é ùæ ö
= - + -ç ÷ê ú

è øë û

+
= +

+ + + +

&

&
         (3.2) 



 35

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )c G as T s s T s sq q q= +                          (3.3) 

2

1 22 2
( ) ,  ( )

p i

p i p i

K s Ks
T s T s

s K s K s K s K

+
= =

+ + + +
 

 

1( )T s 는 고역통과 필터에 대한 전달함수로서 자이로 센서의 

적분 후에 고역통과 필터를 설계해서 드리프트의 발생을 막고, 

저역통과 필터인 2 ( )T s 는 가속도 센서의 노이즈 제거를 위해 

설계했다. 두 전달함수 사이에는 식 (3.4)를 만족한다. 

 

1 2( ) ( )T s T s I+ =                                       (3.4) 
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3.4 각 센서의 주파수 응답 특성 

 

보상필터의 설계변수 ,  p iK K 를 구하기 위해 실험을 통하여 

얻은 각 센서의 주파수 응답으로부터 차단주파수를 결정한다. 

 

3.4.1 각 센서의 주파수 응답 

Fig. 3.7은 자이로 센서의 주파수 응답 그래프이며, 

고주파영역에서 평탄한 이득곡선의 구간을 보인다. Fig. 3.8은 

가속도 센서의 주파수 응답 그래프이며, 상대적으로 자이로 

센서의 주파수 응답과는 달리 저주파영역에서 평탄한 이득곡선을 

보이는 것을 알 수 있다. 

 

 
Fig. 3.7 Frequency Characteristics of Gyro Sensor 
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Fig. 3.8 Frequency Characteristics of Accelerometer 

 

Fig. 3.9는 자이로 센서와 가속도 센서의 주파수 응답 

그래프이다. 약 3.2 /rad s 의 주파수 지점에서 자이로 센서의 

고주파영역과 가속도 센서의 저주파영역이 구분되는 것을 알 수 

있다. 즉, 이 부분이 보상필터의 설계변수를 결정하는 데 필요한 

차단주파수 w 로 사용된다.  
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 : 3.2 /cut off frequency rad s- é ùë û
 

Fig. 3.9 Cut-off Frequency of Sensors 

 

3.4.2 보상필터 설계변수 

식 (3.2)와 같은 2차 시스템 전달함수의 분모는 

2 22 0n ns szw w+ + = 과 같은 표준형으로 표현된다. 여기서 nw 은 

시스템의 고유주파수로, 필터의 경우 차단주파수 w 로 볼 수 

있다. 식 (3.3)의 저역통과 필터와 고역통과 필터의 식 

1 2( ),  ( )T s T s 와 비교하면, 다음과 같은 식 (3.5)을 얻을 수 있다. 

 

22 ,    p iK Kzw w= =                                   (3.5) 
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본 연구에서 감쇠율은 0.4z = 로 하고, 앞 절에서 구한 

차단주파수는 3.2[ / ]rad sw = 으로 선택한다. 이 경우 

2.4,  10.5p iK K= = 이며, 이를 보상필터 게인으로 이용하게 된다.  
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3.5 보상필터 성능 실험 

 

Fig. 3.10은 엔코더에 진자를 연결하고 진자의 끝단에 자이로 

센서와 가속도 센서를 고정하여 모터를 구동시켜 좌우 

반복운동을 시켰을 때 보상필터를 적용한 센서의 출력값과 

엔코더의 출력값을 측정한 결과를 보여준다. 실선은 보상필터를 

적용한 센서의 기울기 각이고 점선은 엔코더의 기울기 각으로서 

실험 시작 약 1초 후부터 보상필터의 기울기 각도는 엔코더의 

기울기 각도와 오차없이 거의 동일한 각을 보이고 시간이 지나도 

자이로 센서의 드리프트현상 또한 발생하지 않는 것을 알 수 

있다. 이 실험 결과로부터 이동도립진자 몸체의 정확한 기울기 

각을 측정할 수 있게 되었다.  
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Fig. 3.10 Comparison of Encoder and Angle measured by 

Complementary Filter 
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제 4 장 제어기 설계 

 

 

 

본 장에서는 decoupling 제어 기법에 대해 설명하고, 

수평면과 경사면에 대한 슬라이딩모드 제어기를 설계하기 위하여 

최적제어 기반에 의한 슬라이딩평면 설계법과 

슬라이딩평면으로의 도달조건을 이용한 제어칙 설계법을 

제시한다. 

 

4.1 Decoupling 제어기법 

 

본 절에서는 앞 장에서 유도된 상태공간 방정식으로부터 

z 축 및 y 축에 대한 회전 토크들과 좌우 바퀴에 대한 입력 

토크들과의 변환 관계를 구하는 decoupling 제어 기법을 

제시한다. 

 

4.1.1 Decoupling 제어기법 적용 

1. 수평면에 대한 decoupling 기법 적용 

수평면 동력학적 모델의 상태공간 방정식 (2.26)을 

단순화하면 다음과 같다.  
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여기서 
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21 22 2 41 42 4 61 62 6,  ,  B B B B B B B B B= = = = = - =
 

 

식 (4.1)을 보면 모터의 입력토크 ,L Rt t 은 서로 coupling되어 

z 축과 y 축을 중심으로 하는 회전에 대하여 독립적으로 제어가 

되지 않으므로 시스템은 안정성을 상실하게 된다. 

Grasser는 이러한 문제를 해결하기 위하여 Fig. 4.1과 같이 

z 축에 대한 회전 토크 qt  및 y 축에 대한 회전 토크 dt 로부터 

좌우 바퀴에 대한 입력 토크 ,L Rt t 로 변환하는 decoupling 제어 

기법을 제안하였다[1].  
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Fig. 4.1 Decoupling control method 

 

Fig. 4.1로부터 다음과 같은 식이 성립함을 볼 수 있다. 

 

11 12
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d d
d d
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é ù é ùé ù é ù
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d
    

                    (4.2) 

 

식 (4.1)에서 모터 입력토크의 coupling을 해결하기 위해, 식 

(4.1)을 다음과 같이 표현한다. 
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x(t) = Ax(t) +&
 
                          (4.3) 

 

식 (4.2)를 식 (4.1)에 대입한 식을 식 (4.3)과 비교하면, 

다음과 같은 식을 얻을 수 있다. 
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                      (4.4) 

 

식 (4.4)로부터 식 (4.2)의 행렬 d 를 결정하기 위해서 

11 12 210.5,  d d d= = 으로 선택하면, 나머지 요소들도 

12 21 220.5,  0.5,  0.5d d d= = = - 로 선택된다. 

 

0.5 0.5

0.5 0.5

é ù
= ê ú-ë û

d
 
                                    (4.5) 

 

식 (4.5)를 식 (4.4)에 대입하면 2 4 6,  ,  a b cB B B B B B= = = 을 

만족한다. (부록 A.2 증명 참조) 

이 식과 식 (4.4), 식 (4.5)로부터 이동도립진자의 상태 공간 

방정식은 다음 식 (4.6)과 같이 표현된다. 
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식 (4.6)은 ( )z pitch 축과 ( )z yaw 축에 대하여 식 (4.7)인 

직선운동에 대한 식과 식 (4.8)인 제자리 운동에 대한 식들로 

각각 분해되며 즉 독립적인 입력토크 ,q dt t 형태로 표현할 수 

있다. 
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                           (4.8) 

 

식 (4.6)은 이동도립진자의 상태방정식이며 다음과 같이 

정리된다.
 

 

x = Ax + Bu&                                          (4.9) 

 

여기서 
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2. 경사면에 대한 decoupling 기법 적용 

이동도립진자의 경사면에서의 동력학적 운동방정식 (2.41)과 

식 (4.6)에서, 수평면에서와 동일하게 decoupling 기법을 

적용하면, 상태방정식은 다음과 같이 나타낸다. 
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(4.10) 

 

식 (4.10)로부터 다음과 같이 이동도립진자의 상태방정식을 

얻을 수 있다. 

 

1x = Ax + Bu + D = Ax + B(u + D) = Ax + Bu%&            (4.11) 

 

여기서
 

[ ]2 40 0 0 0
T

D D=D
 

 

1u 은 입력섭동 D% 가 존재하는 경우의 시스템 입력이고, 

다음과 같이 쓸 수 있다. 
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1u = u + D%                                          (4.12) 

 

식 (4.11)에서 외란 D 는 다음과 같이 쓸 수 있다. 

 

=D BD%                                            (4.13) 

 

행렬 B 는 정방행렬이 아니기 때문에, 행렬 B 의 유사역행렬 

형태로 식 (4.14)를 얻을 수 있다. 
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           (4.14) 

 

4.2 슬라이딩 모드 제어기 설계 

 

이 절에서는 decoupling 상태방정식에 근거를 두어 수평면과 

경사면에 대한 슬라이딩모드 제어기를 설계하기 위하여 

최적제어이론을 이용한 슬라이딩평면 설계 내용과 슬라이딩평면 

도달조건을 이용한 제어칙 설계에 대한 내용을 제시한다. 
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4.2.1 수평면에서의 LQR을 이용한 슬라이딩평면 설계 

슬라이딩 모드 제어 법칙을 유도하기 위하여 앞장의 

모델링에서 유도된 선형시스템을 고려한다. 

 

x(t) = Ax(t) + Bu(t)&
   

                              (4.15) 

 

여기서 nÎÂx 과 mÎÂu 은 각각 시스템의 상태변수벡터와 

입력벡터이며, n n´ÎÂA 와 n m´ÎÂB 은 각각 시스템행렬과 

입력행렬이며, 행렬 B 의 계수(rank)는 m 이고 앞 절의 

상태방정식으로부터 6,  2n m= = 이다. 이 시스템은 가제어라고 

가정한다. 

스위칭 함수는 다음과 같이 정의된다.  

 

2 1´ÎÂs(t) = Sx(t)
    

                               (4.16) 

 

슬라이딩 평면 행렬은 0=s(t) 에서 x 의 영공간과 같이 

다음과 같이 정의된다.  

{ }6 2 6: 0 ´= ÎÂ = ÎÂS x Sx
 
                          (4.17) 

 

좌표변환을 위해 직교행렬 6 6´ÎÂrT
 
에 의하여 다음과 같이 

변환행렬을 정의한다. 
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6 1´é ù
= = ÎÂê ú
ë û

1

r

2

z (t)
z(t) T x(t)

z (t)
                          (4.18) 

 

여기서 4 1́ÎÂ1z (t) 과 
2 1´ÎÂ2z (t) 이다. 

식 (4.18)의 변환행렬을 통하여 식 (4.15)과 식 (4.16)는 

다음과 같은 표준형으로 나타낸다. 

 

z(t) = Az + Bu&                                      (4.19) 

s(t) = Sz                                            (4.20) 

 

여기서 
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                           (4.22)

  

 

식 (4.19)와 식 (4.20)을 전개하여 표현하면 다음 식들로 

표현할 수 있다. 

 

ìï
í
ïî

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2 2

z (t) = A z (t) + A z (t)

z (t) = A z (t) + A z (t) + B u(t)

&

&
                   (4.23) 
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1 1 2 2s(t) = S z (t) + S z (t)                                (4.24) 

 

Utkin과 Young은 평가 함수의 최소화에 의해 슬라이딩 

평면을 설계하는 슬라이딩 모드 제어기법을 제안하였다[28]. 

성능 지수의 최소화를 위해 평가함수를 다음과 같이 선정한다.  

 

1

2 st
J dt

¥

= ò
Tx(t) Qx(t)                                 (4.25) 

 

여기서 Q 는 대칭 양한정 행렬(symmetric and positive 

definite matrix)이고 st  는 슬라이딩 모드 시작 시간이다. 

시스템을 정규 형태로 변환했을 때 행렬 Q 는 다음과 같이 

나타내어진다. 

 

6 6´
é ù

= ÎÂê ú
ê úë û

1211T
r r T

12 22

Q Q
Q Τ QΤ =

Q Q
                     (4.26) 

 

여기서 2 4´ÎÂT
21 12Q = Q , 4 4´ÎÂ11Q 과 

2 2´ÎÂ22Q  이다. 

식 (4.25)의 정규 형태로 나타내어진 시스템의 평가함수는 

다음과 같이 쓸 수 있다. 

 

1
2  

2 st
J dt

¥

= +ò
T T T
1 11 1 1 12 2 2 22 2z Q z + z Q z z Q z

  
            (4.27) 
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여기서 1z 은 이상적인 슬라이딩 모드 거동을 나타내고, 

효과적인 제어입력은 2z 의 함수로 표현된다. 즉, 2z
 
의 관점에서 

평가 함수를 최소화하는 것이 문제가 된다. 이것을 풀기 위해 식 

(4.27)의 2 +T T
1 12 2 2 22 2z Q z z Q z 의 두 항을 다음과 같이 나타낸다. 

 

2 +

= -

T T
1 12 2 2 22 2

-1 T -1 T T -1
2 22 21 1 22 2 22 21 1 1 21 22 21 1

z Q z z Q z

(z + Q Q z ) Q (z + Q Q z ) z Q Q Q z
 

 

식 (4.27)를 다시 쓰면 다음과 같다.  

 

( )

( ) ( )

1

2

       

st
J

dt

¥

= -ò
T -1
1 11 12 22 21 1

T-1 -1
2 22 21 1 22 2 22 21 1

z Q Q Q Q z

+ z + Q Q z Q z + Q Q z
          

(4.28) 

 

식 (4.28)을 다시 정리하면, 다음 식으로 나타내어진다. 

1 ˆ
2 st

J dt
¥

= ò
T T
1 1 22z Qz + ν Q ν

                           
(4.29) 

 

여기서 Q̂ 와 ν 는 다음 식으로 주어진다. 

 

4 4ˆ ´- ÎÂ-1
11 12 22 21Q = Q Q Q Q

                          
(4.30) 
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2 1´ÎÂ-1
2 22 21 1ν = z + Q Q z

                             
(4.31) 

 

본래의 상태방정식 식 (4.23)의 첫 번째 식을 식 (4.31)을 

사용하여 2z 를 제거한 변형된 상태 방정식은 다음과 같다. 

 

ˆ
1 1 12z (t) = Az (t) + A ν(t)&

                              
(4.32) 

 

여기서 22Q > 0 이고 역행렬이 존재하고 Â 는 다음 식으로 

주어진다. 

 

4 4ˆ R ´- Î-1
11 12 22 21A = A A Q Q

                          
(4.33) 

 

P 는 양한정 행렬로 Riccati 방정식의 유일 해를 구함으로써 

얻을 수 있다. 

 

ˆ ˆ ˆ 0- =T -1 T
1 1 1 12 22 12 1P A + A P P A Q A P + Q

                   
(4.34) 

 

식 (4.29)를 최소화하는 최적 v 는 다음과 같이 주어진다. 

 

- -1 T
22 12 1 1ν = Q A P z                                     (4.35) 
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이것을 식 (4.31)에 대입하면, 평가함수를 최소로 하는 

최적의 1z 과 2z 의 관계를 얻어 낼 수 있다. 

 

2 1´- ÎÂ-1 T
2 22 12 1 21 1z = Q (A P + Q )z

                       
(4.36) 

 

슬라이딩 평면을 é ù= = ë û1 2s Sz S S z = 0 이라 선정 하였을 때, 

s = 0으로부터 다음을 구할 수 있다. 

 

- -1
2 2 1 1z = S S z (t)

                                     
(4.37) 

 

,  1 2S S 는 식 (4.36)와 식 (4.37)에서 =2S I 인 경우, 다음과 

같이 선정할 수 있다. 

 

-é ùé ùë û ë û
1 T

1 2 22 12 1 21S = S S = Q (A P + Q ) I
                   

(4.38) 

한편, 식 (4.22)로부터 다음 식을 얻을 수 있다. 

-= T
r rS ST = ST                                      (4.39) 

 

4.2.2 경사면에서의 LQR을 이용한 슬라이딩평면 설계 

앞장의 경사면 모델링에서 유도된 외란을 포함하는 시스템을 

고려한다. 
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+ = 1x(t) = Ax(t) + Bu(t) D Ax(t) + Bu (t)&
   

            (4.40) 

 

여기서 nÎÂx 와 mÎÂu 는 각각 시스템의 상태변수벡터와 

입력벡터이다. ,  n n n m´ ´ÎÂ ÎÂA B 그리고 nÎÂD 는 각각 

시스템행렬, 입력행렬과 외란행렬이며, 행렬 B 의 계수(rank)는 

m이고 앞 절의 상태방정식 (4.10)으로부터 6,  2n m= = 이다. 이 

시스템은 가제어라고 가정한다. 

스위칭 함수는 다음과 같이 정의된다.  

 

2 1´ÎÂs(t) = Sx(t)
    

                               (4.41) 

 

슬라이딩 평면 행렬은 0=s(t) 에서 x 의 영공간과 같이 

다음과 같이 정의된다.  

 

{ }6 2 6: 0 ´= ÎÂ = ÎÂS x Sx
 
                          (4.42) 

 

좌표변환을 위해 직교행렬 6 6´ÎÂrT
 
에 의하여 다음과 같이 

변환행렬을 정의한다. 

6 1´é ù
= = ÎÂê ú
ë û

1

r

2

z (t)
z(t) T x(t)

z (t)
                          (4.43) 

 

여기서 4 1́ÎÂ1z (t) 과 2 1´ÎÂ2z (t) 이다. 
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식 (4.43)의 변환행렬을 통하여 식 (4.40)과 식 (4.41)은 

다음과 같은 표준형으로 나타낸다. 

 

+z(t) = Az + Bu D&                                   (4.44) 

s(t) = Sz                                            (4.45) 

 

여기서 

 

6 6 6 2

6 1 4 1 2 1

2

,  

,  ,  

´ ´

´ ´ ´

é ù é ù
= = ÎÂ = = ÎÂê ú ê ú

ë ûë û

é ù
= = ÎÂ ÎÂ ÎÂê ú

ë û

T 11 12
r r r

221 22

1
r 1 2

0A A
A T AT B T B

BA A

D
D T D D D

D

 (4.46) 

2 6´é ù= ÎÂë û
T
r 1 2S ST = S S                            (4.47) 

 

식 (4.44)와 식 (4.45)을 전개하여 표현하면 다음 식들로 

표현할 수 있다. 

 

ìï
í
ïî

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2 2

z (t) = A z (t) + A z (t) + D

z (t) = A z (t) + A z (t) + B u(t) + D

&

&
               (4.48) 

1 1 2 2s(t) = S z (t) + S z (t)                                (4.49) 
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경사면에서의 슬라이딩평면 설계는 앞의 절 식 (4.25)부터 식 

(4.39)까지와 동일한 과정을 통하여 구하며, 슬라이딩면은 식 

(4.39)와 같다. 

 

4.2.3 슬라이딩 모드 제어기 설계 

1. 수평면에서의 제어기 설계 

제어 법칙을 유도하기 위해서, 설계된 슬라이딩 평면에 

다음과 같은 슬라이딩 모드 도달 조건을 만족시켜야 한다. 

  

lim 0T

t®¥
<s s&                                          (4.50) 

 

s&는 도달 조건을 만족하기 위하여 다음과 같이 선정된다.  

 

sgn( )
d

dt
e= = -

s
s s&                                    (4.51) 

 

여기서, 0e > 이다. 

식 (4.16)를 시간에 대하여 미분한 후에 식 (4.15)을 

대입하면 다음을 얻을 수 있다. 

 

( )
d d

dt dt
= = = +

s x
s S S Ax Bu&                           (4.52) 

 

식 (4.51)와 식 (4.52)로부터 식 (4.53)를 구할 수 있다. 
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sgn( )e= + = -s SAx SBu s&
      

                     (4.53) 

 

따라서 슬라이딩 모드 제어 입력을 식 (4.54)과 같이 나타낼 

수 있다. 

( ) ( )
1

sgn( )e
-

= - +u SB SAx s                          (4.54) 

 

2. 경사면에서의 제어기 설계 

수평면과 동일하게 설계된 슬라이딩 평면에 다음과 같은 

슬라이딩 모드 도달 조건을 만족시켜야 한다. 

  

lim 0T

t®¥
<s s&                                          (4.55) 

 

s&는 도달 조건을 만족하기 위하여 다음과 같이 선정된다.  

 

sgn( )
d

dt
e= = -

s
s s&                                    (4.56) 

 

여기서, 0e > 이다. 

식 (4.41)을 시간에 대하여 미분한 후에 식 (4.40)을 

대입하면 다음을 얻을 수 있다. 

 

1( ) ( )
d d

dt dt
= = = + + = +

s x
s S S Ax Bu D S Ax Bu&           (4.57) 

 



 58

식 (4.56)와 식 (4.57)으로부터 식 (4.58)를 구할 수 있다. 

 

sgn( )e= + + = + = -1s SAx SBu SD SAx SBu s&
      

    (4.58) 

 

따라서 슬라이딩 모드 제어 입력을 식 (4.59)과 같이 나타낼 

수 있다. 

 

( ) ( )
1

sgn( )e
-

= - + +u SB SAx SD s                     (4.59) 

 

한편, 식 (4.58)로부터 1u 은 다음과 같이 주어진다. 

 

( ) ( )
1

sgn( )e
-

= - +1u SB SAx s                         (4.60) 

 

식 (4.12)와 식 (4.14)와 식 (4.60)으로부터 입력 u 는 다음 

식으로도 구할 수 있다. 

 

( )

( ) ( ) ( )

1

11
  sgn( )e

-

--

= - = -

= - + -

T T
1 1

T T

u u D u B B B D

SB SAx s B B B D

%
            (4.61) 
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제 5 장 시뮬레이션 및 실험 결과 
 

본 장에서는 제안된 모델링과 제어기의 유효성을 입증하기 

위해 시뮬레이션과 실험으로 확인한다. 수평면과 경사면의 두 

가지 경우에 대하여 시뮬레이션과 실험을 수행한 결과를 

제시한다.  

Table 5.1은 본 연구의 시뮬레이션에 사용된 매개변수의 

수치값을 나타낸다. 

 

Table 5.1 The Numeric Value of Parameters for Simulation 

Parameter Value Unit 

rM   10.7 [ kg ] 

pM  26 [ kg ] 

R   0.235 [m ] 

D   0.566 [m ] 

L  0.14 [m ] 

 

5.1 수평면 시뮬레이션 및 실험 결과 

 

먼저, 기울기가 0 rada = 인 수평면에서의 이동도립진자를 

안정화시키기 위한 슬라이딩 모드 제어기에 대한 시뮬레이션과 

실험 결과는 Figs. 5.1~5.11과 같이 나타난다. 시뮬레이션과 

실험의 초기 조건으로 이동도립진자의 이동거리 rx 은 0.1m- , 
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이동도립진자의 기울기 각 pq 는 0.01rad  그리고 이동도립진자 

몸체의 회전각 d 는 0.1rad 인 상태에서 시뮬레이션과 실험 

결과를 확인한다. 실험에서 이동도립진자의 기울기 각은 

보상필터를 적용한 자이로 센서와 가속도 센서값을 통하여 

파악하게 된다.  

Fig. 5.1과 Fig. 5.2는 이동도립진자의 기울기 각 pq 에 대한 

시뮬레이션과 실험 결과이다. 시뮬레이션 결과는 약 3초 이내에 

안정화 상태인 0으로 수렴함을 보여준다. 약 10초 후에 0.05rad  

크기의 외란이 주어졌을 경우에도 약 4초 후에 안정화되는 것을 

보인다. 실험결과는 0.01rad±  이내로 시뮬레이션 결과를 따라 

유계되고 10초 후 외란이 주어졌을 경우에도 약 4초 후에 

0.01rad±  이내로 시뮬레이션 결과를 따라 유계된다는 것을 

보여준다. Fig. 5.3과 Fig. 5.4는 이동도립진자의 기울기를 

안정화시키는 제어 입력 qt 에 대한 시뮬레이션과 실험을 비교한 

결과이다. 시뮬레이션 결과는 약 3초 후에 도달조건(reaching 

condition)을 만족하고 10초에 외란이 주어졌을 경우에도 제어 

입력이 안정화되는 것을 보인다. 실험 결과는 40Nm±  이내에서 

시뮬레이션 결과를 따라 유계되고 외란이 주어졌을 경우에도 

시뮬레이션 결과를 따라 40Nm± 이내에서 유계된다는 것을 

보여준다. Fig. 5.5와 Fig. 5.6은 이동도립진자의 몸체가 y 축을 

중심으로 회전한 경우에 안정화시키는 제어 입력 dt 을 나타낸 

것으로 약 3초 후에 도달조건을 만족하는 것이 보인다. 
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10초에서의 dt 의 시뮬레이션 결과는 외란에 대한 영향이 없는 

것으로 보여지지만 10초 후의 실험 결과는 외란에 대한 미소한 

영향이 있음을 알 수 있다. Figs. 5.7~5.10은 슬라이딩 평면 1s 과 

2s 에 대한 시뮬레이션과 실험 결과들이다. 1s 과 2s 는 약 2초 

후에 도달조건(reaching condition)을 만족하는 것을 보인다. 

1s 과 2s 는 qt 와 dt 와 비슷한 경향을 보여준다. Fig. 5.11과 Fig. 

5.12는 이동도립진자의 슬라이딩 평면들 1s  과 2s  와의 관계를 

보여주는 것으로 각각 시뮬레이션과 실험 결과를 나타낸 것이다. 

1s 과 2s 의 시뮬레이션 결과는 모두 출발점에서 시작하여 

슬라이딩 평면으로 도달함을 보여주며 실험 결과도 시뮬레이션 

결과를 따라 슬라이딩 평면에서 유계됨을 보여준다. 
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Fig. 5.1 Pendulum angle pq  in simulation result 
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Fig. 5.2 Pendulum angle pq  in experimental result 
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Fig. 5.3 Control input qt  in simulation result 
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Fig. 5.4 Control input qt  in experimental result 
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Fig. 5.5 Control input dt  in simulation result 
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Fig. 5.6 Control input dt  in experimental result 
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Fig. 5.7 Sliding surface s1 in simulation result 
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Fig. 5.8 Sliding surface s1 in experimental result 
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Fig. 5.9 Sliding surface s2 in simulation result 
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Fig. 5.10 Sliding surface s2 in experimental result 
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Fig. 5.11 Sliding surface s1-s2 in simulation result 
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Fig. 5.12 Sliding surface s1-s2 in experimental result 
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5.2 경사면 시뮬레이션 및 실험 결과 

 

경사면에서의 이동도립진자의 시뮬레이션은 외란이 발생할 

경우에 제안한 제어기의 성능을 확인하기 위한 것이다. 

경사면은 0.052rada = , 즉, 약 3o 의 경사면 기울기로, 

이동도립진자를 안정화시키기 위한 슬라이딩 모드 제어기에 대한 

시뮬레이션과 실험 결과는 Figs. 5.13~5.24와 같이 나타난다. 

시뮬레이션과 실험의 초기 조건은 수평면과 동일한 조건으로 

수행하였다. 

Fig. 5.13과 Fig. 5.14는 각각 이동도립진자의 기울기 각 

pq 의 시뮬레이션과 실험 결과를 비교 검토한 것으로 

수평면에서와 다른 점은 경사면이 존재할 경우 이동도립진자를 

안정화시키는 각은 수평면에서처럼 0이 아니라는 점이다. 경사면 

a 에 따라 안정화되는 이동도립진자의 기울기 각 pq 도 달라진다. 

즉, 시뮬레이션 결과 경사면의 기울기 각 0.052rada = 인 경우 

이동도립진자의 기울기 각은 Fig. 5.13과 같이 약 0.16rad 에 

수렴하여 안정화되는 것을 보여준다. 또한, 실험 결과인 Fig. 

5.14에서도 약 40초 후에 기울기 각은 약 0.165 0.005rad± 에서 

유계됨을 보여준다. Fig. 5.15와 Fig. 5.16은 이동도립진자의 제어 

입력 qt 의 시뮬레이션과 실험 결과들이다. 시뮬레이션 결과는 

수평면에서와 달리 안정화 상태인 약 40초 후에 제어 입력 

토크는 0이 아니라 약 55Nm 를 나타내고 있다. 이것은 
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경사면에서 이동도립진자가 균형을 유지하기 위해서는 특정한 

각도를 유지하기 위해서 특정한 구동 토크가 필요하다는 것을 

보여준다. Fig. 5.16의 실험 결과는 Fig. 5.14의 이동도립진자의 

기울기 각 0.165 0.005rad± 을 유지하기 위하여 약 65 5Nm± 의 

구동 토크가 필요하다는 것을 보여준다. 시뮬레이션과 비교하여 

구동토크가 차이남을 보여주는데 시뮬레이션에서는 고려하지 

않은 실제 지면의 마찰력 때문에 실험 결과에서 구동토크가 약간 

더 크게 나타나는 것을 보여준다. Fig. 5.17와 Fig. 5.18은 

이동도립진자의 몸체가 y 축을 중심으로 회전한 경우에 

안정화시키는 제어 입력 dt 의 시뮬레이션과 실험 결과를 나타낸 

것이다. 시뮬레이션과 실험 결과 모두 약 5초 후에 도달조건을 

만족하는 것이 보인다. Figs. 5.19~5.22는 슬라이딩 평면에 대한 

시뮬레이션과 실험 결과이다. 1s 과 2s 의 시뮬레이션 결과 약 5초 

후에 도달조건을 만족하는 것이 보인다. 1s 의 실험 결과 약 5초 

후부터 점차 0으로 수렴해가며 약 40초 후에는 0 0.3± 이내에서 

유계됨을 보여주며 2s 의 실험 결과는 약 5초 후에는 0으로 계속 

유지됨을 보여준다. Fig. 5.23과 Fig. 5.24는 이동도립진자의 

슬라이딩 평면 1s 과 2s 와의 관계를 보여주며 각각 시뮬레이션과 

실험 결과이다. 1s 과 2s 의 시뮬레이션 결과는 출발점에서 모두 

슬라이딩 평면으로 도달함을 보여주며 실험결과도 슬라이딩 평면 

근처에서 유계됨을 보여준다. 
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Fig. 5.13 Pendulum angle pq  in simulation result 
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Fig. 5.14 Pendulum angle pq  in experimental result 
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Fig. 5.15 Control input qt  in simulation result 

 

0 10 20 30 40 50 60
-20

0

20

40

60

80

100

120

Time[sec]

C
o

n
tr

o
l 
In

p
u

t 
u

1
[N

m
]

 

 

qt

 

Fig. 5.16 Control input qt  in experimental result 
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Fig. 5.17 Control input dt  in simulation result 
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Fig. 5.18 Control input dt  in experimental result 
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Fig. 5.19 Sliding surface s1 in simulation result 
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Fig. 5.20 Sliding surface s1 in experimental result 
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Fig. 5.21 Sliding surface s2 in simulation result 

 

0 10 20 30 40 50 60
-0.01

-0.008

-0.006

-0.004

-0.002

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

Time[sec]

S
li
d

in
g

 s
u

rf
a

c
e

 s
2

 

 

s2

 

Fig. 5.22 Sliding surface s2 in experimental result 
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Fig. 5.23 Sliding surface s1-s2 in simulation result 
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Fig. 5.24 Sliding surface s1-s2 in experimental result 
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제 6 장 결 론 

 

 

 

본 연구에서는 수평면 및 경사면 위에서도 전후방향 이동 및 

제자리에서 회전 가능한 이동도립진자를 모델링 및 제어기 

설계법을 제안하고, 이동도립진자의 개발 결과를 제시하였다. 본 

연구의 결론을 요약하면 다음과 같다. 

 

◈ 이동도립진자는 수평면과 경사면에 대하여 각각의 비선형 

모델을 고려한 모델링을 수행하고, 선형화 과정을 통하여 

상태공간 방정식 형태의 선형화된 동력학적 모델을 

제시하였다. 

◈ 상태공간 방정식으로부터 z 축 및 y 축에 대한 회전 

토크들과 좌우 바퀴에 대한 입력 토크들과의 변환 관계를 

구하는 decoupling 제어기법을 제시하였다. 

◈ 제시된 이동도립진자의 동력학적 모델링을 바탕으로 

수평면 및 이동도립진자에 외란으로 작용하는 경사면 

위에서도 전후방향 이동 및 회전 가능한 이동도립진자를 

안정화시키기 위하여 강인한 제어 성능을 보이는 

슬라이딩모드 제어기를 제시하였다. 슬라이딩모드 

제어기를 설계하기 위해서 먼저 슬라이딩평면벡터와 

상태변수벡터를 이용하여 스위칭 함수를 정의하고 이 

슬라이딩평면벡터의 설계는 최적 제어 이론에 근거하여 
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결정된다. 스위칭함수의 슬라이딩평면으로의 도달조건을 

이용하여 스위칭함수를 영으로 하는 제어칙을 유도하였다. 

◈ 제안된 제어기를 구현하기 위한 제어시스템은 DSP    

TMS320F28335를 기반으로 개발하였고, 또한 본 연구의 

실험을 위한 이동도립진자를 제작하였다. 이동도립진자 

몸체의 기울기를 측정하기 위하여 자이로 센서와 가속도 

센서를 이용하고, 자이로 센서의 누적오차 보상 및 자이로 

센서와 가속도 센서와의 융합을 위한 보상필터의 

설계법을 제시하였다. 

◈ 또한 시뮬레이션과 실험을 통하여 제안된 제어기의 

유효성을 검증하였다. 특히 수평면과 경사면에서의 

이동도립진자의 기울기 각은 시뮬레이션 결과를 따라 

수평면에서의 실험결과가 0.01rad±  이내로 유계되었고 

0.052rad 의 경사면에서의 실험결과가 0.165rad 에서 

유계됨을 보여주었다.  

 

본 연구에서 제안된 보상필터는 이동도립진자 뿐만 아니라, 

이동 로봇, 항공기 등 기울기 측정이 필요한 다양한 분야에서 

유용하게 활용될 것으로 기대된다. 개발된 이동도립진자는 개인 

이동 수단으로서의 역할과 더불어 기타 여러 다양한 연구분야의 

로봇 플랫폼으로 활용될 것으로 판단된다. 

추후 연구 과제로서는 이동도립진자가 자율 주행을 할 수 

있는 제어기 설계 및 경로 추적 제어기를 적용하여 

추적선(tracking line)으로 주행 가능한 작업을 수행할 수 있을 

것이다. 
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부 록 

 

 

부록 A 증명 

부록 A.1 - 제2장 2절 식 (2.26) 증명 

 

식 (2.26)의 파라미터들은 다음과 같이 구해진다. 
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부록 A.2 - 제4장 1절 식 (4.4) 증명 

 

식 (A5)과 식 (A6)는 다음과 같다. 
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식 (A6)의 좌변으로부터, 다음과 같은 식을 얻을 수 있다. 
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식 (A6)로부터 식 (A5)의 행렬 d 를 결정하기 위해서 

11 0.5d =  이고 12 21d d= 으로 선택하면, 나머지 요소들도 

12 21 220.5,  0.5,  0.5d d d= = = - 로 선택된다. 따라서 12 22d d= -
 
과 

같음을 알 수 있다. 

식 (A7)에 12 21d d= 과 12 22d d= - 를 대입하면, 식 (A8)와 

같이 나타내어 진다. 
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                                    (A8) 

 

따라서, 식 (A8)와 식 (A6)의 우변이 같으므로 다음과 같은 

식 (A9)를 얻을 수 있다. 
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