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Synthesisandanalysisof90/150twopredecessornongroupcellularautomata

YoungMiKim

GraduateSchoolofEducation

PukyongNationalUniversity

Abstract

In this thesis, using algorithm for finding 90/150 Two Predecessor

NongroupCellularAutomata(TPNCA)andanalyzing90/150TPNCA.Inparticular

weanalyze -cell90/150TwoPredecessorSingleAttractorCA(TPSACA)whose

minimal polynomial is  and -cell Two Predecessor Multiple Attractor

CA(TPMACA)whoseminimalpolynomialis     whichareusefultostudy

hashing.Alsoweanalyzetwotypesof90/150TPNCA.OneisTPNCAforthe

minimalpolynomialwhosetypeisoftheform,where isaprimitive

polynomialofdegree.AnotherisTPNCAfortheminimalpolynomialwhose

typeisoftheform ,where  isaprimitivepolynomialof

degree.



- 1 -

Ⅰ.서론

셀룰라 오토마타(CellularAutomata,이하 CA)는 VonNeumann과 Ulam에

의해서 스스로 조직화하고 재생산할 수 있는 모델로 소개되었다[18,22].CA는

셀이라 불리는 메모리의 배열로 이루어진 이산 시간의 동적 시스템이다.배열

속에서 셀의 상태는 다음의 규칙에 따라 갱신된다.각 셀은 자기 자신의 상태

와 이전단계의 이웃 셀의 상태에 의해 다음 상태가 결정된다.CA는 테스터 패

턴 생성,의사난수생성기,암호학,오류정정부호기,압축치 분석과 같은 많은

분야에서 응용되고 있다[2,4,12,13,15,16,20,21].그룹 CA의 상태전이행동

의 분석은 많은 연구자들에 의해 연구되어왔다[1,8,11,12,15-17,19,20].그

룹 CA의 연구는 연구자들로부터 상당한 주목을 받았지만 비그룹 CA의 연구

는 그렇지 못했다.그룹 CA의 상태전이행렬은 정칙(nonsingular)이다.그러나

비그룹 CA의 상태전이행렬은 비정칙(singular)이다.최근 비그룹 CA의 흥미로

운 특성들이 여러 분야에서 사용되고있다[2,5-7,9,10,13].특히 D1*CA[2,5]

로 나타내는 특별한 부류의 비그룹 CA의 연구가 수행되었고,이 연구에 기반

을 두고 D1*CA가 합성 디자인의 테스트 능력을 강화하기 위하여 유한상태기

계에 효율적으로 장착될 수 있는 이상적인 테스트 기계로서 제안되었다.또한

[13]에서 그들은 형태의 최소다항식을 가지는 90/150 Two

PredecessorNongroupCellularAutomata(이하,TPNCA)를 연구했다.여기서

는 원시다항식이다.이런 CA를 사용하면 하드웨어 구현이 간단해지고 이

차함수와 관련된 행렬을 얻기 위한 여러 계산을 피할 수 있다.따라서 그들은

CA길이가 다른 여러 가지 경우를 연구했지만 그들은 ≥에 대해서 -셀

90/150TPNCA가 존재한다는 것은 보여주지는 못했다.본 논문에서 90/150

TPNCA를 찾기 위한 알고리즘을 사용하여 90/150TPNCA를 분석한다.특히
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최소다항식이 인 -셀 90/150TwoPredecessorSingleAttractorCA(이하,

TPSACA)과 해싱연구에 유용한 최소다항식이  인 -셀 Two

PredecessorMultipleAttractorCA(이하,TPMACA)를 분석한다[5].또한 두

가지 형태의 90/150TPNCA를 분석한다.하나는 depth가 1인 D1*CA[2]과 같

은 90/150TPNCA연구에 유용한 최소다항식이 형태인 TPNCA이다.제

시된 -셀 90/150TPNCA는 D1*CA보다 길이가 길며,길이가 인 최

대길이 주기를 가진다.또 다른 하나는 90/150비그룹 CA[13]에 기초한 의사난

수생성기 연구에 유용한 최소다항식이 의 형태인 90/150TPNCA

이다.여기서 는 원시다항식이다.
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이웃상태 111 110 101 100 011 010 001 000 전이규칙

다음상태 0 1 0 1 1 0 1 0 90

다음상태 1 0 0 1 0 1 1 0 150

Ⅱ.CA의 기본지식

2.1CA기본 지식

CA는 규칙적인 방법으로 배열되어진 관련 있는 셀의 수로 이루어져 있다

[22].각 셀의 상태전이는 그들의 이웃하는 상태에 의존한다.만일 셀의 다음

상태함수가 진리표상태로 나타나 있다면 출력의 십진수의 대응은 셀에 대한

규칙수로 불린다.

<표 2.1>전이 규칙 90과 150

2.2 CA의 전이행렬

개의 셀로 이루어진 -셀 선형 CA의 상태전이 함수는 선형변환이므로,이

선형변환을 × 표준행렬로 나타낼 수 있으며,이를 전이행렬(transition

matrix)또는 특성행렬(characteristicmatrix)이라 한다.전이행렬  에서

 번째 행은 번째 셀의 규칙을 나타낸다.CA가 다음 상태로 전이될 때 번째
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셀이 번째 셀에 영향을 받으면  이고 그렇지 않으면  이다.3-이웃

NBCA의 전이행렬은 정방행렬의 주 대각선과 그 윗 대각선과 아래 대각선을

제외한 나머지가 0인 삼중 대각행렬(tridiagonalmatrix)이다.예를 들어 4-셀

NBCA의 규칙이 <102,90,150,204>이면 전이행렬은 다음과 같다.











   
   
   
   

(2.1)

가 시간 에서 CA의 상태를 나타내면 시간 에서 CA의 상태는 다음과

같다.

   (2.2)

또한 시간 에서 CA의 상태는 다음과 같다.

        
  (2.3)

같은 방법으로  단계 후의 CA의 상태는

   
  (2.4)

이다.그룹 CA는 최대길이를 갖는 CA와 최대길이를 갖지 않는 CA로 구별할

수 있다.개의 셀로 이루어진 CA에서 모든 셀의 상태가 0인 경우를 제외한
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개의 상태가 하나의 주기 안에 있는 CA를 최대길이 CA(Maximal

lengthCA,이하 MLCA)라 한다.그림 2.1은 전이규칙이 <150,150,90,150>

인 4-셀 MLCA의 상태전이 그래프이다.

0 1

3 6 11 10 9 15 4

13 5 2 12 8 7 14

<그림 2.1>최대길이를 갖는 CA

그림 2.2는 최대길이를 가지지 않는 선형 CA로 전이규칙이 <150,150,150,

150>인 uniform CA이다.그림에서 알 수 있듯이 0을 제외한 다른 상태들이

몇 개의 서로 다른 사이클로 분리되어 있다.각 사이클 길이의 최소공배수 6이

CA의 주기가 된다.

0

3

4

14

1

13

5

7

10

11

2

12

8

9

156

<그림 2.2>최대길이를 갖지 않는 그룹 CA

그룹 CA가 아닌 비그룹 CA는 전이행렬  가 비정칙이다.따라서  의 역

행렬이 존재하지 않으므로 임의의 상태에 대하여 이전상태를 명확하게 알 수

없다.그림 2.3은 전이규칙이 <150,60,60,150>인 비그룹 CA의 상태전이 그
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래프이다.이 CA의 전이행렬은 다음과 같고,상태전이 그래프는 트리 구조를

가진다.











   
   
   
   

87

12

2

96

13

3

114

14

1

105

15

0

<그림 2.3>비그룹 CA

선형 비그룹 CA는 다음 상태를 결정짓는 상태전이 함수가 XOR논리로만 이

루어진 CA로 그룹 CA가 아니 CA이다.즉,사용되는 규칙이 60,90,102,150,

170,204,240이고 상태전이 그래프가 트리 구조를 가지는 CA로 det()=0으

로 역행렬이 존재하지 않는다.그러므로 임의의 상태에 대한 이전상태 수는 0

이거나 2이상이다.어떤 상태의 이전상태 수가 0이면 도달 불가능한 상태이

다.이전상태 수가 2이상이란 의미는 주어진 상태가 도달 가능한 상태이며,2

개 이상의 이전상태가 존재한다는 것을 말한다.이처럼 비그룹 CA는 상태전이

함수가 일대일 대응 함수가 아니다.그러므로 주어진 상태에 대하여 이전상태

를 구하는 것이 불가능하다.다음은 선형 비그룹 CA와 이 논문의 전개에 필요

한 몇 가지 용어들을 정의한다.

<정의 2.1[5,7,9,10]>ⅰ)GroupCA :모든 셀들의 상태가 상태전이그래
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프에서 싸이클을 이루면 그룹 CA,그렇지 않다면 비그룹 CA이다.

ⅱ)Attractor:자기루프를 가진 상태를 attractor라 한다.attractor는 단위 순

환 길이를 가진 순환의 상태를 보여준다.

ⅲ)Depth:비그룹 CA의 상태전이그래프에서 임의의 도달불가능 상태에서

가장 가까운 순환상태까지 전이되는데 걸리는 최소 상태전이 수를 말한다.

ⅳ)Multiple-attractorCA(MACA):상태전이그래프가 각 attractor를 root

로 하는 서로 분리된 트리들로 구성된 비그룹 CA를 multiple-attractorCA라

한다.SingleAttractorCA(SACA)는 attractor가 하나인 MACA이다.

ⅴ)TPMACA :TPMACA는 상태전이그래프에서 도달가능한 상태의 직전자

수가 두 개인 MACA이다.TPSACA는 상태전이그래프에서 도달가능한 상태의

직전자 수가 두 개인 SACA이다.-셀 TPSACA의 최소다항식은 이다.

그림 2.3에서 순환상태는 0,1,2,3이다.특히 상태 0과 1은 사이클의 길이가

1이므로 attractor이다.상태 2,3은 사이클의 길이가 2인 사이클이 존재한다.

그러므로 이 CA의 주기는 1과 2의 최소공배수인 2이다.각 트리는 depth가 2

이다.2-트리는 상태 2를 root로 하는 트리이므로 상태 7,8,12,2가 2-트리에

속한다.각 트리의 level1의 상태는 12,13,14,15이고 level2에 있는 상태들

은 4,5,6,7,8,9,10,11이다.다음은 4-셀 TPMACA의 예이다.

<예제 2.2>4-셀 CA의 전이규칙이 <150,90,90,150>일 때,전이행렬은











   
   
   
   
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이고,특성다항식은 이며 최소다항식도 이다.주어진 의 계수(rank)는

3이다.

141

3

6

87

15

0

12

132

5

9

114

10

<그림 2.4>4-셀 TPSACA

그림 2.4는 예 2.1에서 주어진 CA에 대한 상태전이 그래프로 TPSACA이

다.
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Ⅲ.90/150TPNCA의 합성

이 장에서 90/150TPNCA를 찾기 위한 알고리즘을 소개한다.

상삼각행렬 를 다음과 같다고 하자.











   ⋯   

  ⋯   

   ⋯   

⋮⋮⋮⋱⋮ ⋮ ⋮

   ⋯   

   ⋯    
   ⋯   

90/150삼중대각행렬 를 다음과 같다고 하자.











    ⋯   

    ⋯   

    ⋯   

⋮⋮⋮⋮⋱⋮ ⋮ ⋮

    ⋯   

    ⋯   

이후로 우리는 행렬 를    ⋯  ,∈ 로 나타낸다.

  
 

⋯  ,∈라 할때,다음과

같은 ×행렬 를 의 동반행렬이라고 한다.
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









   ⋯  
   ⋯  
   ⋯  
⋮⋮⋮⋱⋮ ⋮

   ⋯  

<정의 3.1[14]> 주어진 -벡터 와 ×행렬 M에 대하여   

   ⋯ 라 하자. 는 Krylov행렬 이라하고,는 seed

벡터라 한다.

<정리 3.2[11]>    ⋯  라 하고,를 의 특성다항식의 동반행

렬이라 하자.가 를 만족하는 위와 같은 상삼각행렬이면 다음식이

성립한다.










 
 ⊕
 ⊕
⋮

 ⊕
  ⊕

(3.1)

(증명)









    ⋯   

    ⋯   

    ⋯   

⋮⋮⋮⋮⋱⋮ ⋮ ⋮

    ⋯     

    ⋯   









   ⋯   

  ⋯   

   ⋯   

⋮⋮⋮⋱⋮ ⋮ ⋮
   ⋯   

   ⋯    
   ⋯   

=









   ⋯   

  ⋯   

   ⋯   

⋮⋮⋮⋱⋮ ⋮ ⋮
   ⋯    

   ⋯    
   ⋯   









   ⋯  
   ⋯  
   ⋯  
⋮⋮⋮⋱⋮ ⋮

   ⋯    

☐

를 90/150TPNCA에 대응하는 다항식이라 두면,는 90/150TPNCA

다항식이라 한다.



- 11 -

<정리 3.3[11]>B는 차 다항식

       ⋯ (3.2)

를 풀어서 얻는 ×행렬이라 두자. 는 가약다항식이다. 그리고

{   ⋯}를 공집합이 아니라고 하면 집합 {  ⋯}의

원소는 Krylov행렬에 대한 seed벡터가 된다. 는 의 전치행렬이다.
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입력 :특성다항식 

출력 :90/150 TPNCA

단계1:식 (3.2)로부터 행렬 B를 구성한다.

단계2:방정식   ⋯  을 푼다.

단계3:단계2에서의 방정식의 해 인 seed벡터로부터 Krylov행렬를 만

들어라.

단계4:만일 H가 LU분해를 가지고 있지 않으면 멈춘다.

단계5:LU분해 H=LU를 계산한다.

단계6:(3.1)에 사용된 행렬 U에 의한 에 대해 90/150TPNCA를

계산한다.

다음의 알고리즘은 주어진 가약다항식에 대해 90/150TPNCA를 찾는 알고리

즘이다.

<표 3.1>90/150TPNCA의 합성 알고리즘
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Ⅳ.90/150TPNCA의 분석

이 장에서 90/150TPNCA를 분석한다.

<정리 4.1> 이      ⋯    ⋯    의 특성다항식이라 두면,

다음 식이 성립한다.

      

  ⋯   그리고 

(증명) 이고  이므로   이고   이다.그러

므로 각각의   ⋯ 에 대하여 다음이 성립한다.

 

     

   



☐

<정리 4.2> 를  ⋯ ⊕의 특성다항식이고 이  

⋯  의 특성다항식이라 두자.그러면 다음식이 성립한다.

 
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(증명) 정리 4.1에 의하여 다음 식을 얻을 수 있다.

 

 

  
   ⋯   

   ⋯   

⋮ ⋮ ⋮⋱⋮ ⋮ ⋮

   ⋯   

   ⋯   

 

☐

<따름정리 4.3> 이     ⋯    ⋯    의 특성다항식이고,

가      ⋯  ⊕의 특성다항식이라 하면 다음식이 성립한다.

 


(증명)정리 4.2에 의하여 성립한다.

☐

<정리 4.4> 
⋯ 를 -셀 90/150TPSACA라 하면 다음식이 성

립한다.

(ⅰ)
 ⋯ ⊕ ⊕⋯   는 최소다항식 를 가지는 -셀

TPSACA이다.

(ⅱ)
⋯   ⋯  은 최소다항식 를 가지는 ()-
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셀 TPSACA이다.

(증명)(ⅰ)가 
의 특성다항식이라 두면  

이다.그러므로 따름정리

4.3에 의하여 
의 특성다항식은 

이다.90/150CA는 분리가 불가능

한(nonderogatory)이므로,
는 

의 최소다항식이다.

(ⅱ)가 
의 특성다항식이라 두면  

이다.그러므로 
의 특

선다항식은 정리 4.1에 의하여 다음과 같다.

  

  

 

⋮








∙



따라서 90/150CA는 분리가 불가능한(nonderogatory)이므로,
는 

의

최소다항식이다.

☐
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<예제 4.5> <1,0,0,1>은 4-셀 90/150TPNCA이므로 정리 4.4에 의하여

<1,0,0,1,1,0,0,1>은 8-셀 90/150TPNCA임을 알 수 있다.그리고 <1,

0,0,1,0,1,0,0,1>은 9-셀 TPNCA라는 것을 알 수 있다.

<정리 4.6>모든 양의 정수에 대하여 -셀 90/150TPSACA가 존재한다.

(증명)   일때, <0>은 1-셀 90/150 TPSACA 이다. 그리고

 ⋯  이 -셀 90/150TPSACA일때 따름정리 4.3에 의하여 각각

의   (∈ℕ)이면 ⋯     ⋯  이 -셀

90/150TPSACA이다.또한 각각의   (∈ℕ)에 대하여 다음이 성립

한다.

 

 





⋮








 

따라서 ⋯     ⋯  은 ()-셀 90/150TPSACA
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이다.

☐

<정리 4.7>    ⋯  
    ⋯∈ ⋯

 

을 -셀 90/150TPSACA의 상태전이행렬 의 영공간(nullspace)이라 하면

다음이 성립한다.

(ⅰ)  (∈ℕ)이고,    ⋯   
     ⋯  ∈

      ⋯   
 이면,    ⋯      ⋯     

 이다.

(ⅱ)   (∈ℕ) 이고,     ⋯  
 이면, 

    ⋯       ⋯    
 이다.

(증명)   ⋯   이고,  ⋯ 
  라 두자.그러

면 다음과 같은 방정식을 얻을 수 있다.










 

 

⋮
 

 

(4.1)

(ⅰ)정리 4.5의 증명에 의하여    ⋯    ⋯

   (4.1)로부터 다음 방정식이 성립한다.
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







 

 

⋮
 

 

 

 

⋮
 

 

(4.2)

(4.2)로부터 다음 방정식 얻을 수 있다.

 ⋯    ⋯  
 

그러므로   ⋯  ⋯  
 이다.

(ⅱ)정리 4.5에 의하여    ⋯     ⋯   이다.

(4.1)로부터 다음과 같은 방정식을 얻는다.









 

 

⋮
 

 

∙∙∙

 
 

⋮
 

 

(4.3)
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(4.3)으로부터 다음과 같은 방정식을 얻는다.

  ⋯     ⋯  
 

그러므로   ⋯   ⋯  
  이다. ☐

<정리 4.8> 
⋯   ⋯  이 -셀 90/150 TPSACA이면


 ⋯   ⋯  은 최소다항식 를 가지는 ()-

셀 90/150TPMACA이다.

(증명)은 
의 특성다항식이고 은 

의 특성다항식이라 두자.

그러면 정리 4.1에 의하여 다음 방정식을 구할 수 있다.

 

   

 

 

⋮

 






 
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따라서 90/150TPNCA는 분리가 불가능한(nonderogatory)[19]이고, 


이므로   는 
의 최소다항식이다.()-셀 90/150

TPMACA의 depth가 이므로 attractors의 수는 2이다.따라서 정리가 성립

한다.

☐

<보조정리 4.9> 이 짝수인 경우,최소다항식이  인 -셀

90/150TPMACA는 존재하지 않는다.

(증명) 
이므로 행렬는 다음과 같은 형태이다.











   ⋯   
  ＊⋯＊＊ 
   ⋯＊＊ 
⋮⋮⋮⋱⋮⋮⋮
   ⋯  ＊ 
   ⋯   
   ⋯   

는 정칙(nonsingular)이므로   ⋯  
는 유일한 해   ⋯  

를 가진다.그러므로   









  ＊⋯＊＊ 
  ＊⋯＊＊＊
⋮⋮⋮⋱⋮⋮⋮
   ⋯  ＊＊
  ＊⋯＊＊＊
 ＊＊⋯＊＊＊

이다.따라서   는

LU인수분해를 가지지 않으므로 상삼각행렬 가 존재하지 않는다.즉 는

90/150 CA 다항식이 아니다.그러므로 이 짝수 일 때, -셀 90/150

TPMACA는 존재하지 않는다. ☐
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<정리 4.10>      ⋯  
 이 -셀 90/150TPSACA 

의 상

태전이행렬 의 영공간이면 
으로부터 얻어진 ()-셀 90/150

TPMACA 
의 영공간은   ⋯        ⋯

 
 이다.

(증명)
 ⋯  이라 두면 정리 4.6에 의하여


⋯    ⋯  

   ⋯  
 이므로 다음 방정식을 얻을 수 있다.










 

 

⋮
 

 

(4.4)

(4.4)로부터 다음 방정식을 얻을 수 있다.









 

 

⋮
 

∙

∙∙∙ 

 

⋮
 

 

(4.5)
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(4.5)의 방정식으로부터 다음 방정식을 얻을 수 있다.

  ⋯      ⋯  
 

그러므로   ⋯         ⋯  
 이다.

☐
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n TPSACA   TPMACA   ⊕

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0

11

000

1001

11011

001100

0000000

10000001

100101001

1101001011

11011011011

001101101100

0011000001100

00000011000000

000000000000000

1

11

101

1111

11011

101101

1010101

11111111

111101111

1101111011

11011011011

101101101101

1011010101101

10101011010101

101010101010101

1

010

11111

0001000

100111001

11011111011

0011001001100

000000010000000

0

101

11011

1010101

111101111

11011011011

1011010101101

101010101010101

1

111

10101

1101011

101111101

10111111101

1101011101011

110110111011011

<표 4.1>TPSACA와 TPMACA

<표 4.1>에서 는 -셀 90/150TPSACA의 영공간을 의미하고 

은 -셀 90/150TPMACA의 영공간을 의미한다.또한 ⊕ 는 -셀

90/150TPMACA각각에 대한 모든 attractors의 집합을 말한다.101은 [1,0,1

]를 의미한다.Chattopadhyay[4]는 모든 선형 규칙 (60,90,102,150,170,

204,240)를 가지고 MACA를 찾는 알고리즘을 제시한다.그러나 여기에서는

규칙 90과 규칙 150을 사용하여 TPMACA의 합성 방법을 제시한다.

  (는 ()차 다항식)일때 가 -셀 90/150TPNCA에

대응하는 최소다항식이 되는 원시다항식 가 많이 있고, 

(는 ()(≥)차 다항식) 일때 가 -셀 90/150

TPNCA에 대응하는 최소다항식이 되는 원시다항식 가 많이 있다.<표

4.2>는 각 ≥에 대하여  형태 (는 원시다항식)의 90/150TPNCA

다항식에 대한 -셀 90/150TPNCA가 존재한다는 것을 보여준다.여기서 320
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  CAConfiguration   CAConfiguration

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

320

430

520

65320

740

86520

95320

10,3,0

11,2,0

12,10,9,8,6,2,0

0111

00010

001001

0011111

00000011

000010001

0000100100

01011111110

011101000110

101101001000

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

13,8,5,3,0

14,11,9,7,0

15,12,4,3,0

16,15,12,10,0

17,3,0

18,7,0

19,10,9,3,0

20,3,0

9,4,3,0

12,7,3,0

01100110101000

100010001010000

1000010010101010

11011110100010001

100011101011110001

0001110111000101000

01010100110000000010

001001010110100100100

1100100110010100010011

00010100100001011101000

은  을 나타낸다.또한 <표 4.3>은 각 ≥에 대하여

형태 (를 원시다항식)의 90/150TPMACA 다항식에 대한 -

셀 90/150 TPMACA가 존재하는 것을 보여준다. 여기서 210은

 을 나타낸다.

<표 4.2> 에 대한 90/150CA
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  CAConfiguration   CAConfiguration

4

6

7

8

9

10

11

12

210

410

53210

610

73210

85310

95410

10,7,6,5,2,1,0

1100

100110

0100101

00001110

010000000

0001001001

10000110011

001111010101

13

14

15

16

17

18

19

20

11,9,7,5,2,1,0

12,10,2,1,0

13,12,10,5,2,1,0

14,12,10,1,0

15,12,9,1,0

16,14,12,1,0

17,13,12,1,0

18,17,12,10,9,1,0

1111101110111

01000110010010

000101010001101

1100110011010011

00000111110100111

101100100110001101

0100101010011011100

00111100100000111000

<표 4.3> 에 대한 90/150CA
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