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DesignofeffcientPatternClassifierbasedonLFSRs

Na-RoungKim

GraduateSchoolofEducation

PukyongNationalUniversity

Abstract

The importantprerequisites ofdesigning a pattern classifier are huge

processingofdata,smallspaceforstorage,andlow costforproduction.Maji

etal.proposed a pattern classifier by using Multiple Attractor Cellular

Automata.Thepatternclassifierreduced thecomplexityoftheclassification

algorithm from  to [12].In orderto pattern classification,they

shouldknow allthestatesof0-tree.Itneedslotsoftimeforintialsetting.To

overcomethisproblem,itneedstobeclassified usingHammingweightof

eachpattern.Also,theproposedpatternclassifiercannotonlymakeintegrated

patternclassifiersusingseveralLFSRs,butalsocategorizegroupsofpatternsin

widerangeofthem.
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Ⅰ.서론

의사난수열 생성,암호화 시스템 구현 등에 이용되는 LFSR(Linear

feedbackshiftregister)은 시프트 레지스터의 일종으로,레지스터에 입력

되는 값이 이전 상태 값들의 선형 함수로 계산되는 구조를 가지고 있다.

이러한 LFSR은 하드웨어로 구현할 수 있고,시퀀스 확산스펙트럼(DSSS)

무선통신과 같은 매우 빠른 의사 난수 수열의 생성이 요구되는 응용에 많

이 사용된다[9,10,14].

패턴분류기는 데이터로부터 패턴들의 중요한 특징이나 속성을 추출하여

패턴을 특정한 클래스에 할당한다.패턴분류는 데이터베이스 시스템에서

레코드의 그룹화,VLSI회로에서의 결함 찾는 것,이미지 프로세싱 등에서

중요한 역할을 한다[1].데이터 처리량이 크고 저장 공간의 크기는 작으며

낮은 가격대로 패턴분류기를 구현할 수 있는지는 패턴분류기 설계에 있어

고려되어야 할 요소들이다

Maji등[12]은 메모리 량을 최소화 할 수 있는 방법으로 Class의 수가

2개인 패턴을 효과적으로 분류할 수 있는 MACA(Multiple Attractor

CellularAutomata)를 합성하여 패턴분류기를 설계하였다.그들은 의존벡터

(DependencyVector,이하 DV)를 이용하여 시간 복잡도를 에서 

으로 줄였다.그러나 DV를 구하기 위해서는 MACA에 대응하는 0-트리의

모든 원소를 구하여 그것을 계수로 하는 동차연립방정식의 해를 구해야하

기 때문에 초기 설정시간이 오래 걸린다.

본 논문에서는 이를 보완하여 각 패턴의 Hammingweight를 이용하여

패턴을 효과적으로 분류할 수 있는 LFSR기반의 패턴분류기를 제안한다.
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제안된 패턴분류기는 DV를 구할 필요 없이 각 패턴의 Hammingweight

에 의해 패턴분류가 가능하므로 초기 설정시간이 요구되지 않는다.이 때

문에 공간 및 시간 복잡도가 향상된다.이 패턴분류기()의 상태전이그래

프에서 attractor는 0과 1이고,0-트리의 기본경로는 0-트리의 기저가 된다

[5].테스트 패턴의 Hammingweight가 짝수이면 0-트리로 홀수이면 -트

리로 각각 분류할 수 있다.

크기가 ,인 두 개의 LFSR 과 를 합성하여 만든 패턴분류기

의 상태전이그래프에서 attractor가    그리고 이다.입력되

는 테스트 패턴은 각 패턴의 Hammingweight에 의하여 4개의 Class로 쉽

게 분류할 수 있다.이러한 특성을 갖는 패턴분류기는 여러 개를 합성하여

보다 큰 테스트 패턴집합을 분류할 수 있다.그리고 LFSR기반의 두 단계

패턴분류기는 개의 LFSR을 합성하여 설계한 패턴분류기 에 의해 생성

된 -비트 패턴 x을 단일 비트( 또는 )에 맵핑하게 한다.그러므로 본

논문에서 제안한 패턴분류기는 큰 테스트 패턴집합을 효율적으로 분류할

수 있다.

본 논문의 구성은 다음과 같다.2장에서는 본 논문에서 사용되는 동반행

렬,LFSR에 대해서 설명한다.3장에서는 MACA 기반의 패턴분류기에 대

해서 설명하고 LFSR 기반의 패턴분류기를 제안한다.4장에서는 LFSR을

합성한 패턴분류기를 생성하고 LFSR 기반의 두 단계 패턴분류기에 대해

서 분석하고 5장에서 결론을 맺는다.
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Ⅱ.배경지식

2.1동반행렬

<정의 2.1.1>  
  

 ⋯ (∈

≤≤)에 대해 아래와 같은 × 행렬 를 의 동반행렬

(companionmatrix)이라고 한다.

여기서  은 ×단위행렬이고,  ⋯
이다.

(1)Type1

(2)Type2

<예제 2.1.2>Type1

(1) 라 하면 의 동반행렬은 다음과 같다.
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(2)x  라 하고

x x⋯ x x

를 구해보자.x  가 된다.를 십진법으로 표

현하면 12가 된다.마찬가지로  x  이 되며

 x, x, x, x, x, x, x ,

 x, x, x, x, x, x

이 된다.

(3)(2)에서 x 라 하고    (4차 단위행렬)라 하면

  ⋯ ⋯

이 되며  이 된다.

<예제 2.1.3>Type2

(1) 라 하면 의 동반행렬은 다음과 같다.
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(2)  라 하고

x x⋯ x x

를 구해보자.x  가 된다.를 십진법으로 표

현하면 2가 된다.마찬가지로  x  가 되며

 x, x, x, x, x, x, x ,

 x, x, x, x, x, x

이 된다.

(3)(2)에서 x 라 하고    (4차 단위행렬)라 하면

  ⋯ ⋯

이 되며  이 된다.
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2.2LFSR

차 LFSR은 그림 Ⅱ-1과 같이 개 셀과 선형 피드백 함수(linear

feedbackfunction)  ⋯ 로 구성된다.

 ⋯ ⊕⊕⋯⊕ (2.1)

여기서  ⋯∈이고,  ⋯ 는 레지스터에 입력되는

초깃값이다.

그림 Ⅱ-1은 차 LFSR의 구조이다.식 (2.1)에 대한 다항식 


⋯를 LFSR의 특성다항식(characteristicpolynomial)이라

한다[7,8].만약 LFSR의 초깃값이 모두 ‘0’이면 출력값은 모두 ‘0’이 된다.

초깃값 중 적어도 하나가 ‘0’이 아니라고 가정하자.그러면 LFSR의 단이

가질 수 있는 상태는 보다 작거나 같다.그러므로 LFSR의 출력 수열

은 주기를 갖게 되며 주기의 최댓값은 이 된다[18,19].

그림 Ⅱ-1.LFSR구조
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Ⅲ.LFSR기반의 패턴분류기 설계

3.1MACA 기반의 패턴분류기

다음은 본 논문에서 사용되는 용어에 대한 정의와 성질에 대해 기술한다

[2-4,6,13].

<정의 3.1.1> Attractor란 상태전이 그래프에서 순환상태들 중 사이클의

길이가 1인 상태로 어떤 상태 가 attractor이면 를 만족한다.

<정의 3.1.2> 도달가능상태(reachablestate)란 상태전이 그래프에서 직전

자가 적어도 한 개 존재하는 상태를 말한다.

<정의 3.1.3>도달불가능상태(non-reachablestate)란 상태전이 그래프에서

직전자가 존재하지 않는 상태를 말한다.

<정의 3.1.4> -트리란 순환상태 를 root로 하는 트리를 말한다.

<정의 3.1.5> Depth란 상태전이 그래프에서 임의의 도달 불가능한 상태

에서 가장 가까운 순환상태로 가는데 걸리는 최소의 단계 수이다.

<정의 3.1.6> Depth가 인 -트리의 도달 불가능한 상태 는 단계 후

그 상태가 가 된다.이때의 상태전이 단계→→⋯→  를 -

기본경로라 한다.여기서 는 상태전이행렬이다.
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<정의 3.1.7> 주어진 -셀 CA의 상태전이행렬 의 특성다항식 은

 상에서  ⊕이다.여기서,는 차 단위행렬이다.

<정의 3.1.8> 특성다항식의 인수 중 를 근으로 갖는 차수가 가장 낮은

다항식을 최소다항식(minimalpolynomial)이라 하고 로 나타낸다.

<정리 3.1.9[11,18]>임의의 × 행렬 에 대하여 다음이 성립한다.

dim (3.1)

상태전이행렬이 인 -셀 MACA에서 ⊕의 계수(rank)가 이면 정리

3.1.9에 의하여 attractor의 개수는 이다.여기서 는 차 단위행렬이

다.

<보조정리 3.1.10>특성다항식과 최소다항식이   인 MACA에 대

하여 다음이 성립한다.

(i)attractor의 개수는 개다.

(ii)0-트리의 상태의 개수는 이다.

<증명> (i) 특성다항식이  이고,상태전이행렬 의 고유값

(eigenvalue)은 특성방정식  의 근이므로     의 근은

(중복을 허락하여)개의 0과 개의 1이다.그리고 특성다항식과 최소

다항식이  이므로,⊕ 은 다음과 같은 대각행렬로 변형될 수

있다.



- 9 -






⋱








,(여기서 대각선의 의 개수는 개)

가 attractor라면 이므로 attractor는 ⊕ 의 영공간이다. 일

때 ⊕ 은 다음 행렬로 생각하면 된다.










⋱



,(여기서 대각선의 의 개수는 개)

그러므로 ⊕ 의 계수는 이다.따라서 정리 3.1.9에 의하여 ⊕ 의

영공간의 차원이 이므로 attractor의 개수는  개다.

(ii)attractor트리에 있는 상태의 개수가 같으므로,각 attractor트리의 상

태의 개수는   이다.

  개의 MACA기반의 상태전이 행렬   ⋯를 블록 대각 형태

(Blockdiagonalform)로 배열하여 구성한 다음과 같은 행렬 의 특성다항

식은 
 이다.













 

⋱

 
⋱

 

그림 Ⅲ-1.의 블록 대각 형태
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여기서 의 특성다항식은 


이고 ⋯ 이다.

그림 Ⅲ-1의 상태전이행렬 의 성질은 다음과 같다.

① 각    ⋯에 대하여 
 

이므로 의 특성다항식은

 
⋯   이다.

② 최소다항식은  
max ⋯   이다.

③ 는 개의 attractor를 갖는다.

④ 모든 도착가능상태의 직전자의 개수는 개다.

⑤ 짝수 트리의 개수와 홀수 트리의 개수는 개다.

Maji등[12]에 의해 제안된 MACA 패턴분류기는 복잡도(complicity)를

에서 로 낮추었다.그러나 패턴을 분류하기 위해서 0-트리의 모

든 상태를 구해야 하므로 초기 설정시간이 걸린다.다음 절에서는 이를 보

완하여 각 패턴의 Hammingweight를 이용하여 패턴을 효과적으로 분류할

수 있는 LFSR기반의 패턴분류기를 제안한다.
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3.2.LFSR기반의 패턴분류기의 상태전이 그래프

이 절에서는 시간과 공간의 복잡성을 개선하기 위해 LFSR을 이용한 패

턴분류기를 제안한다.그리고 생성된 패턴분류기의 attractor를 살펴본다.

LFSR 기반의 특성다항식 가 일 때 2개의 attractor를

갖는 -셀 패턴분류기의 상태전이행렬 은 식 (3.2)와 같다.











 ⋯  
 ⋯  
 ⋯  
 ⋱⋮⋮
⋯  

(3.2)

<예제 3.2.1> 
일 때 × 동반행렬은 다음과 같다.











   
   
   
   

가 4차 단위행렬일 때, 이고 attractor는 0과 1이다.의

상태전이 그래프를 나타내면 그림 Ⅲ-2와 같고 depth는 3이다.
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↺
1

2

4 7

118 13 14

↺
0

3

5 6

109 12 15

0-기본경로

그림 Ⅲ-2.
의 상태전이 그래프

<예제 3.2.2> 
일 때 ×동반행렬은 다음과 같다.












  
  
  

가 3차 단위행렬일 때, 이고 attractor는 0과 1이다.의

상태전이 그래프를 나타내면 그림 Ⅲ-3과 같고 depth는 2이다.

↺

0

3

5 6

0-기본경로
↺

1

2

4 7

그림 Ⅲ-3.
의 상태전이 그래프
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<예제 3.2.3> 그림 Ⅲ-2에서 0-기본경로는 →→→이고 0-트리의 모든

상태는 3,5,9의 일차결합으로 표현할 수 있으므로 0-트리는 의 3차

원 부분공간이고 기저는 {}이다.또한  

, ,  이다.

차에 대하여 0-기본경로는

 

 







⋱

↺

이고 {  ⋯ }은 0-트리의 기저가 된다.또한 0-

트리는 의 차원 부분공간이다.

<정리 3.2.4> -셀 LFSR기반의 패턴분류기의 상태전이행렬 에 대하여

의 이 아닌 attractor는   ⋯이다.

<증명>  가 차 단위행렬일 때,는 식 (3.3)과 같다.
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









 ⋯  
 ⋯  
 ⋯  
 ⋱⋮⋮
⋯  

(3.3)

식 (3.3)에서 1행부터 행까지가 일차독립이므로 이

다.따라서 dim이므로 attractor는 2개이다.그런데  ⋯ 에

대하여 ⋯   ⋯이므로 attractor는 정확히 0과 1이다.
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3.3.패턴의 Hammingweight

<정리 3.3.1>0-트리의 모든 원소 x의 Hammingweightx는 식 (3.4)

를 만족하므로 항상 짝수이다.

x⋯x⋯x    짝수
   홀수

(3.4)

<증명>{xj :   ⋯  }가 0-트리의 기저라면 0-트리의 원소 x는 xj들

의 일차결합으로 표현된다.여기서 이고 두 기저벡터 xi

와 x를 더하면 최하위비트는 0이 되고 그 비트의 1의 개수는 짝수 개이고

홀수 개 기저벡터들을 더하면 1의 개수도 짝수이다.따라서 0-트리의 모

든 성분의 Hammingweight는 짝수이다. 

<예제 3.3.2>예제 3.2.1에서 0-트리의 기저 의 x는 짝

수이고 1-트리 기저 의 x는 홀수이다.

<예제 3.3.3>예제 3.2.2에서 0-트리의 기저 의 x는 짝수이고

1-트리 기저 의 x는 홀수이다.
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Ⅳ.LFSR을 합성한 패턴분류기 설계

4.1.LFSR의 합성

보다 큰 테스트 패턴 집합을 분류하기 위하여 개의 LFSR을 합성하여

그림 Ⅳ-1과 같은 패턴분류기 를 설계한다.패턴분류기 의 특성다항식

은 
 이고 는 차 단위행렬이다.













 

⋱

 
⋱

 
















⋯ 

⋮






⋱



⋯ 

⋮






⋱



⋯ 

⋮







그림 Ⅳ-1.개의 LFSR을 합성한 패턴분류기 

여기서 의 특성다항식은 


이고 ⋯ 이다.

그림 Ⅳ-1의 패턴분류기 는 각    ⋯ 에 대하여


 

이므로 의 특성다항식은  
⋯ 

 이다.그리고 최소다항식은  
max ⋯   이

며,는 개의 attractor를 갖는다.또한,모든 도착가능상태의 직전자의

개수는 개이고,짝수 트리의 개수와 홀수 트리의 개수는 개다.
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다음 예제는 두 개의 LFSR을 합성하여 패턴분류기를 설계하는 것을 보

인다.

<예제 4.1.1> 7비트로 표현된 패턴집합을 분류하기 위하여 2개의 LFSR

 를 합성하면 다음과 같은 패턴분류기 를 생성할 수 있다.

   

 
  









   
   
   
   

, 










  
  
  

이때 에 의해 생성되는 0-트리는   이고

에 의해 생성된 0-트리는   이다.∩  이고 의 0-

트리의 모든 성분은 표 Ⅳ-1과 같이 의 원소와  원소의 직합(Direct

sum)으로 표현할 수 있다.

⊕


0 24 40 48 72 80 96 120



0 0 24 40 48 72 80 96 120

3 3 27 43 51 75 83 99 123

5 5 29 45 53 77 85 101 125

6 6 30 46 54 78 86 102 126

표 Ⅳ-1.과 의 직합
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의 상태전이 그래프에서 0-트리는 그림 Ⅳ-2와 같다.

그림 Ⅳ-2.의 상태전이 그래프에서 0-트리

차 LFSR의 모든 상태의 수는 이고,0-트리와 1-트리는 동형

(isomorphic)이므로 각각 트리를 이루는 성분의 수는 이다[5].그런데

0-트리의 모든 성분의 Hammingweight가 짝수이므로 1-트리의 모든 성

분의 Hammingweight는 홀수이다.그러므로 각 패턴의 Hammingweight

를 알면 그 패턴이 속하는 트리가 무엇인지 식별할 수 있다.
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4.2.패턴의 도달가능 상태와 도달불가능 상태

그림Ⅳ-2에서 0-트리의 도달가능 상태(reachable state)는

{}이고 0-트리의 도달불가능 상태(nonreachablestate)

는 {⋯}이다.

다음은 0-트리의 도달가능 상태와 도달불가능 상태에 개수에 관한 정리

이다.

<정리 4.2.1>크기가 각각  인 LFSR ,를 합성하여 설계된

패턴분류기 에 대하여 0-트리의 도달가능 상태의 개수와 도달불가능 상

태의 개수는 식 (4.1)과 같다.

도달가능상태개수   

도달불가능상태개수  ⋅
(4.1)

<증명> 차 상태전이 행렬 의 0-트리의 모든 상태의 개수는 이고

dim이므로 의 상태전이 그래프는 포화이진트리를 이룬다.마찬

가지로 차인 상태전이 행렬 의 0-트리의 도달가능 상태의 개수

는 이고 도달불가능 상태의 개수는  이다. 따라서 합성된 

의 attractor가 4개이며 각 트리 원소의 개수가  이고 0-트리에서 도달

가능상태의 개수는  ⋅   이고 도달불가능상태의 개수는

   ⋅이다.     

 패턴분류기 의 상태전이 그래프에서 모든 트리는 0-트리와 동형이므로

모든 트리의 도달가능 상태와 도달불가능 상태의 개수는 같다[4].
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<예제 4.2.2> 예제 4.1.1의 에 대한 0-트리의 도달가능상태의 개수는

   이고 도달불가능상태의 개수는 ⋅ ⋅  이고

나머지 트리의 도달가능 상태의 개수와 도달불가능 상태의 개수는 동일하다.
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4.3.LFSR합성된 패턴분류기 분석

차수가 각각  인 두 LFSR 과 를 합성하여 설계된 패턴분류

기 에 대하여 길이가 인 각 패턴을 비트까지 과 비트에서 비

트까지를 라 하면 패턴 x는 x∥이다.각 에 대하여 Hamming

weight 가 짝수이면  ,홀수이면  이라 하자.패턴들을 표

Ⅳ-2와 같이 4개의 Class,,,로 분류하면 각 패턴이 어느 트

리에 속하는 지 알 수 있다.

Hammingweightofpattern
Class -tree

 

even even (00) -tree

even odd (01) -tree

odd even (10) -tree

odd odd (11)  -tree

표 Ⅳ-2.패턴의 Hammingweight와 -트리

<예제 4.3.1> 예제 4.1.1의 경우 패턴 54(=)에 대하여 (=)의

 은 2이고 (=)의  도 2이다.따라서 (00)이다.그러

므로 패턴 54는 0-트리에 속함을 알 수 있다.패턴 108(=)도 같은

방법으로 를 구하면 (11)이므로 9-트리에 속함을 알 수 있다.

차수가 인 LFSR   ⋯를 그림 Ⅳ-3와 같이 개 합성하여
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패턴분류기를 설계할 수 있다.특성다항식은  이다.여기서


 



 이다.

그림 Ⅳ-3.의 상태 전이 그래프
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주어진 비트 패턴 x를 x║║⋯║이라 하자.여기서 의 길

이는 이다.  ⋯의  가 짝수이면  ,홀수이면  이

라 하자.그러면 x가 개의 Class(⋯⋯⋯⋯)중 어

느 Class에 속하는 지를 쉽게 분류할 수 있다. 따라서 본 논문에서 제안

된 패턴분류기는 큰 테스트 패턴집합을 효율적으로 분류할 수 있다.
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4.4.LFSR기반의 두 단계 패턴분류기

이 절에서는 LFSR기반의 두 단계 패턴분류기에 대해 살펴본다.

LFSR 기반의 두 단계 패턴분류기는 그림 Ⅳ-4와 같고 1단계 분류기

(Classifier1,이하 )에 의해 입력층(inputlayer)의 -비트 패턴이 은닉

층(hiddenlayer)의 -비트 패턴에 맵핑되고 2단계 분류기(Classifier2​​,이

하 )에 의해 -비트 패턴이 출력층(outputlayer)의 단일 비트(0또는

1)에 맵핑된다.

그림 Ⅳ-4.LFSR기반의 두 단계 패턴분류기

다른 attractor에 속하는 두 개의 -비트 패턴 집합 와 에 대하여 특

성 다항식  에 해당하는 LFSR기반의 패턴분류기 는 다음

식 (4.2)와 같고 과 을 분류 할 수 있다.
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















⋯ 

⋮






⋱



⋯ 

⋮






⋱



⋯ 

⋮







(4.2)

그리고 임의의 두개의 -비트 패턴 x∈과 x∈S는 식 (4.3)를 만족한

다.

⋅x≠⋅x (4.3)

x과 x가 각각 은닉층의 Classy과 y에 맵핑되면,attractor의 총 수는

이고 yj는 -비트이다.즉,두 단계 분류기의 는 -비트 패턴 xi에

서 -비트 Classyj으로 맵핑된다.

는 다음 식 (4.4)와 같고 y는 단일 비트  (0또는 1)에 맵핑된다.














⋯ 


⋮



(4.4)

여기서,는 차 단위행렬이다.
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<예제 4.4.1> 이고  인 LFSR기반의 두 단계 패턴분류기 

와 는 각각 다음과 같다.














   
   
   
   




  
  
  

,



 

 

 

다른 attractor에 속하는 두 개의 -비트 패턴 집합 와 에 대하여

     ,  {  

}이라 하자.임의의 두개의 -비트 패턴 x∈과 x∈S에 대하여

x  와 x  에 대하여,⋅x≠⋅x를 만족한다.

첫 번째 분류기 에 의하여 x는 은닉층의 Class y  ,x는

y  에 맵핑되고 두 번째 분류기 에 의하여 y는 출력층의 단일 비

트   ,y는   에 맵핑된다.

즉,LFSR기반의 두 단계 패턴분류기는 큰 테스트 패턴 집합을 분류하기

위하여 개의 LFSR을 합성하여 설계한 패턴분류기 에 의해 생성된 -

비트 패턴 x을 단일 비트( 또는 )에 맵핑하게 한다.따라서 본 논문에서

제안된 패턴분류기는 큰 테스트 패턴집합을 효율적으로 분류할 수 있다.
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Ⅴ.결론

Maji등[12]에 의해 제안된 MACA 기반의 패턴분류기는 시간을 에

서 으로 줄였지만 0-트리를 구하는 초기설정 시간이 필요로 했다.

본 논문에서는 LFSR기반의 패턴분류기를 제안하였다.제안된 LFSR기

반의 패턴분류기는 각 패턴의 Hammingweight를 알면 패턴분류가 가능하

므로 초기 설정시간이 요구되지 않는다.그리고 개의 LFSR을 합성하여

패턴분류기 를 설계하면 주어진 비트 패턴 x가 개의 Class중 어느

Class에 속하는 지를 쉽게 분류할 수 있다.그리고 LFSR기반의 두 단계

패턴분류기는 개의 LFSR을 합성하여 설계한 패턴분류기 에 의해 생성

된 -비트 패턴 x을 단일 비트( 또는 )에 맵핑하게 한다.따라서 본 논

문에서 제안된 패턴분류기는 큰 테스트 패턴집합을 효율적으로 분류할 수

있다.
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