
 

 

저작자표시-비영리-변경금지 2.0 대한민국 

이용자는 아래의 조건을 따르는 경우에 한하여 자유롭게 

l 이 저작물을 복제, 배포, 전송, 전시, 공연 및 방송할 수 있습니다.  

다음과 같은 조건을 따라야 합니다: 

l 귀하는, 이 저작물의 재이용이나 배포의 경우, 이 저작물에 적용된 이용허락조건
을 명확하게 나타내어야 합니다.  

l 저작권자로부터 별도의 허가를 받으면 이러한 조건들은 적용되지 않습니다.  

저작권법에 따른 이용자의 권리는 위의 내용에 의하여 영향을 받지 않습니다. 

이것은 이용허락규약(Legal Code)을 이해하기 쉽게 요약한 것입니다.  

Disclaimer  

  

  

저작자표시. 귀하는 원저작자를 표시하여야 합니다. 

비영리. 귀하는 이 저작물을 영리 목적으로 이용할 수 없습니다. 

변경금지. 귀하는 이 저작물을 개작, 변형 또는 가공할 수 없습니다. 

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/kr/legalcode
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/kr/


교 육 학 석 사 학 위 논 문

Niho 형태의 4개의 상호상관관계 

함숫값을 갖는 함수

 

2013년 2월

부경대학교 교육대학원

수 학 교 육 전 공

최 지 연



교 육 학 석 사 학 위 논 문

Niho 형태의 4개의 상호상관관계 

함숫값을 갖는 함수

지도교수 조 성 진

이 논문을 교육학석사 학위논문으로 제출함.

2013년 2월

부경대학교 교육대학원

수 학 교 육 전 공

최 지 연



최지연의 교육학석사 학위논문을 인준함.

2013년 2월 22일

주 심 이학박사 표 용 수 (인)

위 원 이학박사 박 진 한 (인)

위 원 이학박사 조 성 진 (인)



- i -

목 차

Abstract(inEnglish)·············································································iii

Ⅰ.서론··································································································1

Ⅱ.예비지식··························································································4

2.1.-수열의 성질················································································4

2.2.트레이스 함수··················································································7

2.3.선형점화수열····················································································7

Ⅲ.방정식 의 해의 개수···········································10

Ⅳ.4개의 상호상관관계 함숫값을 갖는 함수······························25

참고문헌·························································································31



- ii -

표 목차

[표 Ⅱ-1]길이가 인 -수열의 run분포·········································6

[표 Ⅳ-1]4개의 상호상관관계 함숫값과 발생 횟수·····························28

그림 목차

[그림 Ⅱ-1] 단계 쉬프트 레지스터와 덧셈기·······································8



- iii -

Nihotypefour-valuedcross-correlationfunction

Ji-YounChoi

GraduateSchoolofEducation

PukyongNationalUniversity

Abstract

Oneofimportantproblemsinthetheoryofsequencesistodeterminethe

values and the number ofoccurrences ofeach value taken on by the

cross-correlationfunction ,where isadecimation.Toknow thenumber

ofoccurrenceofvaluesweneedtosolvetheequation    .Inthis

thesis,wefindthevaluesandthenumberofoccurrencesofeachvalueof

 where  
    ,when isanintegerandwestudythe

equation   .
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I.서 론

코드분할다중접속(CDMA)시스템에서 이진 수열은 많이 응용되고 있다.

CDMA 시스템에서의 신호 디자인에 대한 가장 중요한 연구 영역 중의 하

나는 좋은 상관관계 성질을 갖는 이진 수열을 만드는 것이다.최대주기수

열의 상호상관관계 함수들은 지난 50년간 연구되어 왔다.Niho [15],

Helleseth[6]andRosendahl[16]이 이 주제에 관한 놀라울 만한 논문들을

썼다.유한체 이론에 의한,일반적인 수열과 -수열은 [5,13,14,17]을 참

조한다.개의 원소를 갖는 유한체는 로 나타낸다.는 ≥인 정수

에 대하여   으로 표현된다.

의 곱셈군은 라 나타낸다.즉, ＼{0}이다.

 군은 순환적이고 의 원시원소는 의 생성자이다.차수

가 인 기약다항식 ∈가 의 원시원소의 최소다항식이

면  위에서의 원시다항식(primitivepolynomial)이라고 한다.

= ≤≤인 수열 와 의 상호상관관계 함수

는     ⋯ 에 대하여

 
  



 

로 정의된다.

수열 이론의 중요한 문제는 상호상관관계 함수 의 값들과 개수를

결정하는 것이다.
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잘 알려진 3개의 상호상관관계 함숫값들을 갖는 경우는 다음과 같다.

(a) ,gcd 이 홀수,

(b) ,gcd 이 홀수,

(c) 
,≡(mod4),

(d) 
,≡(mod4),

(e)  ,이 홀수,

(f) 
 ,≡(mod4),

(g)  ,≡(mod4).

(a)는 Gold[4]에 의해 밝혀졌고 (b)는 Kasami[11]에 의해 밝혀졌으며,

(c)와 (d)는 Cusick와 Dobbertin [2]에 의해 밝혀졌다.그리고 (e)는

Canteaut등 [1]에 의해 밝혀졌다.(f)와 (g)는 Hollmann과 Xiang[7]에

의해 밝혀졌다.

또한 잘 알려진 4개의 상호상관관계 함숫값들을 갖는 경우는 다음과 같

다.

(h) 
,≡ (mod4),

(i) 
,≡ (mod4),

(j)
 



,≡ (mod4), gcd 

(k)


,  .
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(h)와 (i)는 Niho[15]에 의해 밝혀졌고,(j)는 Dobbertin[3]에 의해서 그

리고 (k)는 Helleseth와 Rosendahl[8],그리고 Rosendahl[16]에 의해 밝혀

졌다.

2007년에 Helleseth등 [9]은 상호상관관계 함숫값이 적어도 4가 되는 

를 제안하였다.그리고 Johansen과 Helleseth[10]은 이 홀수이고 =1일

때 5개의 상호상관관계 함숫값을 갖는 ,



를 제안하였다.

위의 (i)가 4개의 상호상관관계 함숫값을 갖는다는 것을 Niho[15]가 밝

혔다.그러나 Niho의 증명은 매우 길고,Welch의 결과를 이용하여 증명을

하였으나 지금까지도 Welch의 결과는 알려져 있지 않다.이러한 이유로

본 논문에서는 Niho의 방법과는 다른 방법을 이용하여 이 가 4개의 상호

상관관계 함숫값을 갖는다는 것을 밝히고 또한 이 에 의한 상호상관관계

함숫값들의 발생 횟수도 밝힌다.
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Ⅱ.예비지식

이 절에서는 3절과 4절의 이해에 필요한 내용을 소개한다.

2.1-수열의 성질

<정의 2.1.1> [16]차 -수열은 0-수열이 아니면서 차 순환을 만족하

는 차 최대주기수열이다.-수열의 특성다항식은 위에서 원시다항

식이다.의사난수열 이라고도 한다.

-수열은 다음과 같은 성질들을 가진다.

(a)Theshiftproperty:-수열의 순환이동(cyclicshift)은 역시 -수

열이다.

(b)Therecurrenceproperty:-수열 은 다음의 선형점화관계식을

만족한다.

   ⋯   mod 

(c)Thewindow property:차수가 인 원시다항식에 의해서 생성된

-수열에서 -비트씩 읽으면   ⋯ 이 모두 다 한 번씩만 나온다.

(d)Thebalanceproperty: -수열에서는 1의 개수가 0의 개수보다

하나 더 많다.
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(e)Theadditionproperty:두 개의 -수열의 XOR은 여전히 -수열

이다.

(f)Theshiftandaddproperty:-수열과 그것의 순환이동의 합은 또

다른 -수열이다.즉,수열 를 길이가 인 -수열이라 하고 를

≡ (mod)라면,≤≤가 존재하여 다음 식을 만족한다.

  ≡   ≥

(g) The thumb and tack property :자기상관함수(autocorrelation

function)의 값은 1또는 


단   이다.

 



  




⊕

(h)0-run과 1-run

에 의해서 생성된 -수열

000100101100111110001101110101…

에서 0이 연이어 4개인 run을 길이가 4인 0-run이라 하며 중간에 11111과

같이 1이 연이어 5개인 run을 길이가 5인 1-run이라 한다.그러므로 길이

가 1인 o-run은 4개이며 길이가 2인 0-run은 2개이며 길이가 3인 0-run은

1개이며 길이가 4인 0-run은 1개가 있다.또한 길이가 1인 1-run은 4개이

며 길이가 2인 1-run은 2개이며 길이가 3인 1-run은 1개이며 길이가 4인
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1-run은 없으며 길이가 5인 1-run은 1개이다.

(i)Characteristicphase:-수열   에 대하여  인 -수열

은 단 하나 존재한다.그러한 -수열을 characteristic-수열이라 한다.

(j)Decimation:생성다항식이 인 -수열 에서 칸씩 건너 뛰어

만든 수열을 라 쓰기로 한다.  ⋯이 아닌 의 주기는

gcd


이며 의 생성다항식은 이다.

(k)주기가  인 서로 다른 -수열의 개수는


이다.여기서

는 Euler함수이다.

<정리 2.1.2>[12]길이가 인 -수열의 run분포는 다음과 같다.

[표 II-0]길이가인 -수열의 run분포

길이 0-runs 1-runs

1   

2   

⋮ ⋮ ⋮

r   

⋮ ⋮ ⋮

 1 1

 1 0

 0 1

합계   
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2.2트레이스 함수

<정의 2.2.1> ∈에 대하여 다음을 만족하는 함수


  →를 트레이스 함수(tracefunction)라 한다.


  


⋯







<정리 2.2.1> [17]에서 부분체  으로의 트레이스

함수 
  →에 대하여 다음의 성질들이 만족된다.

(a)모든 ∈에 대하여 




 
이다.

(b)
은 선형적이다.

(c)
은 전사함수이다.

(d)모든 ∈에 대하여 
이다.

2.3선형점화수열(linearrecurringsequences)

<정의 2.3.1>선형점화수열   ⋯ 은

 
  



      ⋯ (2.3.1)
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의 선형점화관계를 만족하는 수열이다. 여기서  ∈이고

  ⋯ 은 이미 주어져 있다.이러한 수열 는  단계 쉬프트 레

지스터와 덧셈기에 의해 생성될 수 있다.

덧셈기

 


n번째 단계 두 번째 단계 첫 번째 단계

[그림 Ⅱ-1] 단계 쉬프트 레지스터와 덧셈기

상수   ⋯은 피드백 계수로서 가 번째 단계에서 연결이 되어있으

면 1이고 연결이 되어있지 않으면 0이 된다.식 (2.4.1)의 선형점화수열 

는 번째 단계의 출력으로 생각할 수 있다.

선형점화수열 는 점화식의 특성다항식

 


⋯

으로 정의되고 특성다항식 는 기약다항식이며 이 다항식은 유일하지

않다.

<정의 2.3.2> 선형점화수열 의 주기(period)는 모든  에 대하여

 를 만족하는 가장 작은 양의 정수이다.점화다항식 에서 주기
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는 를 로 나누는 가장 작은 양의 정수이고 주기    일

때,다항식 를 기약다항식이라 한다. 가 기약다항식이므로 선형점

화수열 의 주기 는 의 약수이다. 일 때 선형점화수열

를 최대 선형점화수열 또는 최대길이 선형 쉬프트 레지스터 수열

(linearshiftregistersequence,LFSR)이라 한다.

<정리 2.3.3> [17]를 주기 의 -수열이라 하면 임의의 원시원소

∈에 대하여  
 를 만족하는 ∈가 존재한다.역

으로 ∈가 원시원소이고 ∈이면  
 에 의한 수

열은 -수열이다.

<보조정리 2.3.4>[17]주기가 인 두 개의 -수열  에서

(a)gcd  이면  (는 정수)는 -수열이다.

(b)모든     ⋯에 대하여   와 gcd  을 만족하는

정수  가 존재한다.

<정의 2.3.5> [16]모든     ⋯ 에 대하여   를 만족하는 정수

가 존재할 때 수열 는 수열 의 순환이동이라 한다

본 논문에서는 수열과 그것의 순환이동에 차이가 없는 것으로 간주한다.

<정의 2.3.6> [16] gcd  을 만족하는 정수 를 데시메이션

(decimation)이라 한다.
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Ⅲ.방정식   의 해의 개수

이 절에서는 방정식  의 해의 개수를 구하는 방법에 대하

여 생각하기로 한다.

<보조정리 3.1>  라 하고, ≡ (mod 라 하자.그러면

∈╲이 방정식

  (3.1.1)

의 해가 될 필요충분조건은     이거나

    이다.

<증명>  이기 때문에

 

 

 


  



(3.1.2)

이 성립한다.그러므로
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 (3.1.3)

이다.∈, ∈이고 ∈이므로

  이고  이다.따라서

 

 (3.1.4)

이 성립한다.즉,

  


(3.1.5)

이다.식 (3.1.5)의 양변에  을 곱하면

    (3.1.6)

≡(mod )이기 때문에  를 만족하는 ∈가 존재하므

로

      (3.1.7)

이 성립하고

   (3.1.8)
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이다.따라서   또는    이다.

(i) 일 때  이므로   이다.

(ii)  일 때    이므로   이다.

역으로,  
 이라 하자.그러면  과  

가 만족되고 따라서  이 성립한다.그러므로 는 식

(3.1.1)의 해가 된다.

그리고    이라 하면    이

성립하므로 는 식 (3.1.1)의 해가 된다.

<따름정리 3.2>   이고 ≡mod 이라 하자. 그리고

∈╲ 가 방정식

  (3.2.1)

의 해이면 
 



 또는 
 



이다.

<증명>보조정리 3.1에 의해   또는   이다.또한 식 (3.1.5)로

부터 
가 된다.

(i) 일 때 식 (3.1.5)에 따라 

 이기 때문에
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이고,따라서 
 

 

이다.

(ii)  일 때 식 (3.1.5)에 따라 

이기 때문에


 












이고,따라서 
 



이다.

<보조정리 3.3>  이고   이라 하자.


gcd gcd

gcd gcd

(3.3.1)

이 성립한다고 가정하면 ∈가 식 (3.1.1)의 해가 될 필요충분조건은

가

  (3.3.2)

의 해 일 때다.
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<증명> 모든 는 식 (3.1.1)의 해이므로,∈╲라 가정해도

무방하다. 를 식 (3.1.1)의 해라 하면 보조정리 3.1에 따라

     또는     이 성립한다. ,이기

때문에   ⋅이고 따라서  이 성립한다.


 이고

gcd
  

gcd

  
gcd

 gcd


(3.3.3)

이므로  이다.그러므로    ⋅이다.  

라 가정하면

     (3.3.4)

이다.


 이고 gcd 

 gcd
이므로      이

다.그러므로   이다.마찬가지로   과   을

증명할 수 있다.그러므로     이고    이

다.따라서 보조정리 3.1에 의해 는 식 (3.3.2)의 해이다.에 대한 역증명

은 에 대한 증명과 같다.

<보조정리 3.4>[17]이고 ,일 때 ∈라 하자.
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∈ ⇔ 
  (3.4.1)

이다.

<정리 3.5> ≡ mod 이라 가정하자.만약 gcd± 이

면,

  (3.5.1)

은 안에서 정확하게 개의 해를 갖는다.

<증명> ≡mod 이므로,모든 ∈는 식 (3.5.1)의 해이다.

그래서 식 (3.5.1)을 만족하는 이라 가정해도 무방하다. 가 식

(3.5.1)의 해이므로,보조정리 3.1에 의해   또는   가 성립한다.

 라 하면 따름정리 3.2에 의해 
 



이다.그리고   이면

따름정리 3.2에 의해 
 



이다.gcd± ,




  (3.5.2)

이기 때문에 보조정리 3.4에 따라 이고 ∈이 성립한다.

다음 정리는 잘 알려진 정리이다.

<정리 3.6>  , 라 하고,∈에 대하여 라 정의하자.
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그러면 다음이 성립한다.

(a)    ∈

(b)    ∈

(c)∈  ∈

(d)∈  ∈

  ∈ 

라 정의하자.그러면 는 원소의 개수가 개인 군이다.

<보조정리 3.7> ∈╲라 하면 다음이 성립한다.

╲  


 ∈

<증명>어떤 ∈에 대하여





라 가정하자.그러면
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이다.따라서  이거나  이다.그런데 가정에 의해 ≠이므로

 이고,∈가 서로 다르면


≠


이다.그러므로




 ∈

이다.그런데 ╲이고


 



  

 
 

 
 

 
 
 

 

이다.그러므로


∈이다.

<보조정리 3.8> ∈╲라 하면 다음이 성립한다.

╲ 


 ∈

<증명>어떤  ′∈에 대하여


′

′
라 가정하자.
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그러면

′ ′

′′′′

′ ′

′′′′

′ ′ 

이다.따라서 ′ 또는  이다.그런데 가정에 의해 ≠이므로

′이다.즉,′≠이면


≠′

′
이다.그러므로




 ∈

이다.그리고


이면





 

이고 가정에 의해 ≠이므로


≠이다.또한
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이고 ╲이므로 ╲ 


 ∈이다.

<보조정리 3.9>   라 가정하면 모든 ∈는



로 표현할 수 있다.여기서 ∈이고 ∈이다.

<증명> ∈를 의 원시원소라 하자.그러면 ≤≤

가 존재하여  이다.

  라 하자.여기서 는 이고,≤≤ ≤≤이다.그

러면

  
  




이다.
 라 하자.그러면
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이므로 ∈이다.

′
∈   ⋯ 이고 ′ 라 하면

 


 


 

이다.따라서 ∈이다.

<정리 3.10>주어진  ≤≤에 대하여 다음이 성립한다.

(a)
 



 


(b)
 




 

(c)
 




 , ∈ 이다.

<증명> (a)의 원시원소 에 대하여 
,라
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하고 의 값을 계산하면

  
  





 
  





 
  









 
  









여기서  ,  로 두면 ≤≤이므로 ≠, 즉

∈이다.따라서

  
∈ 







이고
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∈ 








 
∈ 











 
∈ 







 
∈


∈ 







 
∈



 

∈ 





여기서 
∈ 




   ≠   

이므로 
이다.

(b)
 




  

∈ 






 
∈ 


∈ 



 

∈ 





 
 ∈ 



 

∈ 





(a)의 증명에서와 마찬가지로 
∈ 





   ≠    
이므로
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 ∈ 



 

∈ 





 






 ∈ 
  







 






 ∈ 
  







   ∈ 
  


 

이다.따라서 
 




 이다.

(c)
 




 , ∈    


 




  

  ∈ 



 

∈ 





이고


∈ 





     인경우  그밖의경우

이므로
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 ∈ 


 






 

 ∈ 


 







이다.그런데 ∈이므로 의 어떤 원소 를 이용하여   

로 나타낼 수 있다.따라서


 




  

∈ 


∈ 






 

∈ 


∈ 







이다.여기서 (a),(b)에서와 같이


∈ 



    

 인경우
  그밖의경우

이므로 
 




 , ∈    이다.
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IV.4개의 상호상관관계 함숫값을

갖는 함수

이 절에서는 4개의 상호상관관계 함숫값을 갖는 함수에 대하여 생각한

다.

보조정리 3.7과 3.8에 의해 다음의 정리가 주어진다.

<정리 4.1>[16] 이고 ∈라 하자.다음 방정식






  (4.1.1)

의 해는 0,1,2또는 gcd  ∈이다.

보조정리 3.9에 의해 다음의 정리가 주어진다.

<정리 4.2>[15] 이고 ≡mod ,이면


 (4.2.1)

이다.여기서 는
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과 ∈를 만족하는 ∈∈
 의 개수이다.

<보조정리 4.3> 이 정수이고  일 때

 

이면

(a)≡ mod ,

(b)≡ mod ,

(c)gcd 

<증명>(a)

 

≡⋅ mod 

≡ mod 

≡ mod 

이므로 ≡ mod 이다.

(b)명백히 ≡ mod 이다.

(c)가 짝수이므로 gcd  이다.
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<정리 4.4> 이 정수이고  일 때  라

하면

  (4.4.1)

은  안에서 정확하게 개의 해를 갖는다.

<증명> ≡ mod 이므로 모든 ∈는 식 (4.4.1)의 해이

다.≠ 가 식 (4.4.1)의 해라 가정하면 ≡mod 이므

로 gcd  이다. 또한 ≡mod 이므로

gcd  gcd   이다.




∈

이기 때문에 따름정리 3.2에 따라




 

이다.그래서 


,즉 ∈이다.

<정리 4.5> 이 정수이고  일 때  라

하면 상호상관관계 함수 의 4개의 상호상관관계 함숫값과 발생 횟수
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는 다음과 같다.

상호상관관계 함숫값 발생 횟수

 

 

 

 

[표 IV-1]4개의 상호상관관계 함숫값과 발생 횟수

<증명> 보조정리 4.3에 의해 ≡ mod ,≡ mod ,

gcd 이다.따라서 정리 4.2에 의해 아래의 식을 얻을 수 있다.





 (4.5.1)

gcd  이므로 식 (4.5.1)의 를 
로 바꿀 수 있다.










 


 (4.5.2)

식 (4.5.2)는 다음과 같고







 (4.5.3)




이므로 식 (4.5.3)은 다음과 같이 된다.
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 (4.5.4)


  

  (4.5.5)

이기 때문에 식 (4.5.5)의 해의 개수는 식 (4.5.6)의 해의 개수와 같다.




 (4.5.6)

따라서 식 (4.5.6)의 해의 개수는 다음의 식 (4.5.7)의 해의 개수와 같다.


  (4.5.7)

따라서 정리 4.1에 의해 는 4개의 값을 갖는다.정리 3.10과 정리 4.4

에 의해


 




 

이다.로 나타내는 식 (4.5.7)의 반복 횟수는 에서 정확히 개의 해를

가지고 다음과 같다.
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․





 

․





 

․





 

그러므로 다음이 얻어진다.

  

  

  




 

정리 4.2에 의해 ∈
   이다.
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