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NewDecimationswith4-ValuedCross-Correlations

MoonHeeBang

GraduateSchoolofEducation

PukyongNationalUniversity

Abstract

Inthisthesis,wefindthecross-correlationbetweenabinarymaximallength

sequenceandaspecialdecimatedsequenceofthatsequencebyaninteger.

Wewillbeinterestedinthevaluesandthenumberofoccurrencesofeach

value attained by such cross-correlation function  .The decimation

considered is the specialdecimation  
  




     
    ,

where  , iseven, isanintegersuchthatgcd   and  isan

oddintegersuchthat divides.Itisprovedthatthecross-correlationtakes

on fourvaluesand thedistribution ofthecross-correlation valuesisalso

completelydetermined.
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Ⅰ.서론

정보화 사회로의 발전과 더불어 이동통신에 대한 수요와 관심이 급속이

증대되고 이에 따라 제한된 주파수 대역에서 아날로그 방식의 이동통신 시

스템이 제공할 수 있는 수용 용량은 포화 상태에 이르렀다.새롭게 등장하

는 다양한 형태의 무선통신 서비스를 수용하기 위해 고려되어야 하는 가장

중요한 문제 중의 하나가 ‘한정된 전파 자원을 어떻게 하면 효율적으로 이

용할 수 있을까?’에 관한 것이다.이동전화 시스템에서는 이렇게 부족한 주

파수를 효율적으로 이용하기 위해 두 가지 기술을 채용하고 있다.첫 번째

가 주파수를 재사용하여 기지국의 수를 늘리는 셀룰러 기술이고 두 번째가

주파수를 동시에 여러 가입자가 사용할 수 있도록 하는 다중접속방식이다.

주파수를 많은 사용자가 사용할 수 있는 다중접속방식에는 주파수분할

다중접속(FDMA),시분할다중접속(TDMA),코드분할다중접속(CDMA)등

이 있다[8].이중 디지털 신호 여러 개를 동시에 전송하는 방법으로

TDMA와 CDMA가 대표적인 방식이다.TDMA방식은 하나의 주파수 대역

을 주기적인 일정한 시간 간격으로 나누어서 각 사용자가 차례차례로 자신

에게 할당된 시간 간격에 자신의 신호를 실어 보내면 각 수신측에서 자기

의 시간 간격에 있는 정보만을 골라 수집하는 방식이다[4].CDMA방식은

여러 사용자들의 신호를 처리하거나 여러 사용자들이 중앙통신장치에 접속

할 때 부호를 분할하여 채널을 구분하는 방식이다[24].따라서 여러 사용자

가 시간과 주파수를 공유하면서 각 사용자는 자신에게 할당된 부호만을 이

용하여 대역확산(spreadspectrum)하여 전송하고,수신자는 송신측에서 사
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용된 부호를 사용하여 역확산(despreading)시켜 원하는 정보를 얻게 되므

로 할당된 부호간의 상호상관관계(cross-correlation)는 낮으면서 자기상관

관계(auto-correlation)는 높은 수열을 부호로 사용하는 것이 바람직하다

([2],[10]).이러한 수열의 설계에 대한 연구도 이루어지고 있다([5],[18]).

또한 대역확산 방식은 송신자의 입장에서 보면 대역의 다른 부분을 차지하

는 부호와 변조된 부호를 동시에 송신하기 때문에 완전히 랜덤한 부호를

이용할 수 있으나 수신자의 입장에서는 수신된 부호를 축적하거나 재생시

켜야 할 필요가 있으므로 완전히 랜덤한 부호를 이용할 수 없다.따라서

이러한 시스템에서는 의사난수열(pseudo-random sequence)을 부호로 사용

한다.

본 논문에서는 의사난수열인 두 개의 -수열에 의해 생성되는 Gold계

열의 새로운 이진수열군을 생성하기 위한 의 값을 제안하고,그 수열의

상호상관관계 함숫값을 분석하여 제안된 수열은 상호상관관계 함숫값이 4

개인 비선형 이진수열임을 보이고 그 값들의 발생횟수를 결정한다.
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Ⅱ.배경지식

2.1.트레이스 함수

트레이스 함수는 유한체로부터 부분체로의 선형 매핑인데,이 함수는 의

사불규칙 수열의 설계와 분석을 위한 중요한 수학적 도구이다.원소의 개

수가 개인 유한체를 으로 나타내고,곱셈에 대하여 닫혀있는

의 부분군은 ＼으로 나타내면,의 원시원

소는 의 모든 원소를 생성한다([20],[21]).

<정의 2.1.1([20],[21])> 유한체 에서 부분체 으로의 트레

이스 함수 
⋅는 의 임의의 원소 에 대하여 다음과 같이 정의

한다.


 

 






(2.1)

<정리 2.1.2[20]> 의 임의의 원소  와  의 임의의 원소

 에 대하여 트레이스 함수는 다음을 만족한다.

(1)





(2)음이 아닌 정수 에 대하여
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(3)


 


(4)의 임의의 원소 에 대하여 방정식 
 를 만족하는

해의 개수는 이다.

트레이스 함수의 성질 (1)로부터 트레이스 함수가 선형임을 알 수 있고,

(4)는 (2)로부터 쉽게 유도할 수 있다.특히 성질 (3)은 -수열의 확장된

형태인 GMW 수열을 생성하는데 중요한 역할을 한다.

<정의 2.1.3> 트레이스 함수는 유한체를 체로 가지는 벡터공간 상

에서의 선형함수가 된다.이 트레이스 함수를 이용하여 -수열을 다음과

같이 정의한다.


  (2.2)

여기서,는 의 원시원소이며,∈가 존재한다.역으로,

∈이고,가 의 원시원소라 하면 (2.2)에 의해서 생성된 수

열은 -수열이다.

위에서 정의된 -수열을 이용해서 많은 의사난수열군들이 제시되었는

데,특히 -수열과 -수열을 데시메이션하여 얻어지는 수열을 shift하여

더하는 방식으로 많은 수열군들이 만들어져 왔다.

<예제 2.1.4> 트레이스 함수(2.1)에서  이고  라 하자.이때,
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 라 하고,를  을 만족하는 의 원시원소라

하자.를 의 한 원시원소라 하면  를 만족하고 와 는


  을 만족한다.이 때,의 원소에 대한 트레이스

는 다음과 같다.
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즉 에 대응되는 원소는    로 개이고 나머지 원소   에

대해서도 개씩 존재한다.

<보조정리 2.1.5> 원소의 개수가 인 유한체 의 모든 원소는 방정식

을 만족하고 의 모든 원소 는 방정식   을 만족한다.

증명. 이면 분명하다.≠라 하면    ⋯ 이다.

  ⋯ 

이므로

 ⋯   ⋯ 
 ⋯ 

이다.따라서   이다.그러므로  이다.

<보조정리 2.1.6> 가 의 부분체로서  라 하고 ∈라 하면,
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∈ ⇔  

를 만족한다.

증명.필요조건은 보조정리 2.1.5로부터 증명되었으므로,충분조건만을 증

명하기로 한다.방정식 은 에서 서로 다른 개의 해를 갖는다.

의 모든 원소가 의 근이고  이므로  ∈ 

이다.그러므로  이 성립하는 의 원소 는 의 원소이다.

2.2상호상관관계 함수

가.자기상관관계(Auto-correlation)

주기가 이며,가 0에서 까지 변할 때 0또는 1의 값을 가지

는 이진수열 의 주기적 상관관계 함수 를      ⋯ 에

대하여 다음과 같이 정의한다.

 
  





이때 이상적인 상관관계 함수를 갖는 의사난수열의 주기적 상관관계 함

수 는 다음을 만족한다.
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    mod


나.상호상관관계(Cross-correlation)

시프트 레지스터(shiftregister)개에 의해 만들어진 최대주기 인

-수열       ⋯ 는 한 주기 동안의 개 수열 중 ‘0’

은  개가 있고 ‘1’은  개가 존재한다.즉,항상 ‘0’의 개수가 ‘1’의

개수보다 하나 더 적음을 알 수 있다.또한 ‘0’과 ‘1’각각에 대해 연속하여

 ≥번 반복되는 경우는 번 발생한다.최대주기수열 는 점

화식에 의해 생성되고 주기가 있으므로 완전히 랜덤한 값을 갖지는 않지만

위와 같은 통계적 성질을 갖고 있으므로 의사난수열이다.

2.3 의 부분집합

<정의 2.3.1> 은 의 확장체이며 의 모든 원소 에 대

하여 은 의 켤레(conjugate)라 하고  라고 표기한다.

의 한 부분집합을 다음과 같이 정의한다.

  ∈     (2.3)

여기서 짝수, , 이다.

이때 는 의 원소 중에서  을 만족하는 근들의 집합이고

인 경우

그 밖의 경우
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은 의 약수이므로 의 부분군이다.

<정리 2.3.2>집합 는 주기가  인 순환군이다.

증명.를 의 원시원소라 하면 의 임의의 원소 는 ,

∈   ⋯  로 나타낼 수 있다. 여기서   라 두고

   ≤  ≤ ≤  ≤로 나타내면

   
    




이다. 
 ,  

 라 하면    
  

  
 




  이 되므로 는 의 원소이다.따라서  의 모

든 원소 는

  (2.4)

(∈  ∈    ⋯  )

이다.  인 경우 과 은 서로소이므로

    ⋯  ≅ (2.5)

이다.

의 원시원소 에 대하여 두 -수열 
   

의 상호상관관계 함수는
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이고   로 두면

 
∈





이다.(2.4),(2.5)에 의해 의 모든 원소 는   ∈ ∈

이므로


 










이다.여기서 ≡ mod라 하자.그러면  를 만족하는

정수 가 존재한다.따라서  이다. ⋅ 이다.

  ⋅ 이다.따라서
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이다.그러므로


  





 
∈






 


∈




 
∈



  








∈




 
∈



  




이다.따라서 의 함숫값은

 

을 만족하는 ∈의 개수에 의해 결정된다.이와 같은 사실을 이용하여

Niho는 다음 정리를 증명하였다.

<정리 2.3.3[22]>  이고 ≡mod을 만족하는 데시메이션 

와 의 임의의 원소 에 대하여      ⋯ 
의 값은
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다음과 같다.

 ⋅


여기서,는  을 만족하는 집합 의 원소 의

개수이다.

다음 정리는  값의 분포를 찾기 위해 널리 사용되고 있다.

<정리 2.3.4> ≤≤에 대하여


 



 



 




 


 




 

이다.여기서 는  을 만족하는 의 원소인 의 개수이

다.,는 트레이스 함수의 성질을 이용하여 증명할 수 있고[22],는

Helleseth에 의하여 증명되었다[12].

<정의 2.3.5[23]>두 데시메이션 와 에 대하여

≡mod

또는

≡mod
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를 만족하는 양의 정수 가 존재할 때 와 는 동치라고 한다.

어떤 정수 에 대하여 두 데시메이션 와 가 ≡ mod 를 만

족하면


 ∈

이 성립한다.여기서  ≤≤
 이다.gcd 

이기 때문에   ∈이다.따라서 두 데시메이션 와 

가 동치이면 그 값과 발생 횟수 와 는 같다.
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Ⅲ.기존 상호상관관계 함숫값 연구 분석

3.1.3값 상호상관관계 함수

최근 몇 년 동안 상호상관관계 함숫값의 분포는 -수열의 이론에서 중

요한 문제가 되어왔다.상호상관관계 함숫값이 3개인 몇 가지의 수열군이

알려져 있고 이것들은 모두 발견되었다.상호상관관계 함숫값이 3개인 데

시메이션 는 다음과 같다.

  ,gcd


:홀수,

  ,gcd


:홀수,

  ,≡ mod ,

  ,≡ mod ,

   ,:홀수,

    ,≡ mod ,

   ,≡ mod .

(3a)의 는 Gold에 의해 연구되었고[9],(3b)의 는 Kasami에 의해 연구

되었다[17].(3c)와 (3d)는 Ckusick와 Dobbertin에 의해 연구되었다[6].(3e)

는 Canteaut등에 의해 연구되었다[3].(3f)와 (3g)는 Hollmann와 Xiang에

의해 연구되었다[16].
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3.2.4값 상호상관관계 함수

기존에 알려진 4값 상호상관관계함수는 다음과 같다.

  ,≡ mod ,

  ,≡ mod ,

 
 



,≡mod    gcd 

 


,  

 

,  

(4c)의 는 Dobbertin에 의해 연구되었고 이 데시메이션은 (4a)의 데시

메이션을 포함한다[7].(4a)와 (4b)는 (4d)의 특별한 경우이고 이것은

Rosendahl과 Helleseth에 의하여 얻어졌다([15],[23]).(4e)의 는 2012년

Kim 등이 제안하였다[19].

다음은 4개의 상호상관관계 함숫값을 갖는 Niho의 데시메이션에 대해

살펴보겠다.

3.3.Niho의 데시메이션

≡mod 이고  이고  이면 4개의 상호상관관계함숫

값을 갖는다.gcd  이고
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 ≡ mod 

 ≡ mod 

이다.그리고 상호상관관계 함수값 의 발생횟수는 다음과 같다.

[표 Ⅲ-1]Niho의 과 발생횟수

 발생횟수

   

 

      
 

  

  
 


    
 

3.4Helleseth의 데시메이션

 이고 가 의 약수인 에 대해 


 이

면 4개의 상호상관관계함숫값을 갖는다.gcd  이고

≡ mod 

≡



mod 
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이다.그리고 상호상관관계 함수값 의 발생횟수는 다음과 같다.

[표 Ⅲ-2]Helleseth의 과 발생횟수

 발생횟수

   
 


     

   

  


  

    


     

   

 
 
  
 

본 논문에서는 상호상관관계 함숫값이 4개가 되도록 하는 데시메이션을

제안하고 함숫값과 그 발생횟수를 구한다.
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Ⅳ.4값 상호상관관계 함숫값을 갖는

새로운 데시메이션

상호상관관계 함숫값이 4개인 데시메이션의 새로운 집합 를 제안하고

-수열과 에 의해 생성된 수열의 상호상관관계 함숫값이 최대 4개임을

보이겠다.

2005년 Helleseth는 




 의 해의 개수에 관하여 다음

정리를 증명하였다[15].

<정리 4.1[23]>  이고 ∈에 대하여 방정식






  (4.1)

에서 의 원소인 의 개수는 0,1,2,gcd
 개 중 하나이다.

<보조정리 4.2> 가 짝수이고 는 gcd 를 만족하면

gcd 

이다.

증명.gcd 가 홀수이므로
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gcd 

이다.

보조정리 4.2와 유클리드 알고리즘에 의하여 우리는 다음 보조정리 4.3을

얻는다.

<보조정리 4.3>짝수 와 gcd 를 만족하는 는

gcd 

를 만족한다.

증명.
이고gcd 


 이며 가 홀

수이므로 gcdgcd 이다.

<보조정리 4.4>  ,≡ mod  라 하면 ∈\ 가

 의 해가 될 필요충분조건은      또는

     이다.

보조정리 4.4를 사용하여 우리는 아래와 같은 보조정리 4.5를 얻는다.

<보조정리 4.5>  , ≡ mod 라 하고 ∈ 가
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 를 만족하면 또는 
 



이다.

증명.≠인 의 모든 원소가  의 해이면,보조정리

4.4에 의해   또는   이다. 그러면  이고,

   이다.

  이므로 



 

  이다.

∈이고 ∈이므로 ∈ 이고



이고  이다.

(i)      이고 
 



 





이므로 

 
 

이다.

(ii)      이고 
 



 





이므로 

 


이다.

보조정리 4.4와 보조정리 4.5로부터 아래와 같은 정리를 얻는다.

<정리 4.6> ≡ mod 에 대해 gcd± 이면 방정식

 는 에서 정확히 개의 해를 가진다.

증명.보조정리 4.2에서 ≡ mod 이므로 의 모든 원소는

 의 해이다.이제 ≠을  의 해라고 가정

하면 는  의 해이므로 보조정리 4.4에 의하여   또는

  이다.보조정리 4.5에 의하여  이면 
 

 

이고   
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이면 
 



이다.그런데 gcd± 이므로 


 이다.

따라서 이다.즉,∈이다.

은 4의 배수이면서  를 만족하는 와 gcd 을 만족하는 정

수 ,그리고 의 배수이면서 홀수인 에 대해 주기가 인 -수열로

부터 다음과 같이 정의된 새로운 데시메이션 를 이용하여 수열을 생성한

다.





 (4.2)

gcd 이고 짝수 에 대하여 gcd 이므로 는 홀수이다.따라

서 gcd  이고, gcd  가 성립한다. 또,

gcd


가 홀수이므로 gcd  이다.

 로 표현할 수 있고 gcd 

gcd  이다.

그런데gcd


gcd


도 홀수이므로 gcd  이고,

따라서 gcd  이다.이 사실들을 이용하여 다음을 증명한다.

<보조정리 4.7> 짝수 에 대하여  ,는 gcd 를 만족하고 홀

수 의 약수이면
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  (4.3)

는 다음 성질을 만족한다.

(1)≡mod 

(2)≡


mod 

(3)gcd  

증명.(1)은 간단한 계산을 통하여 쉽게 알 수 있다.

(2)  

 

≡



mod

(3)(1)과 (2)에 의해

gcd  gcd  gcd


 
이다.그리고 gcd 이므로

gcd


  gcd 

이다. 또한 ≡  mod이므로 gcd 

gcd 이다.따라서 gcd  이다.

<보조정리 4.8>짝수 에 대하여  ,는 gcd 를 만족하고 홀
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수 의 약수라 하면





 (4.4)

는 다음 성질을 만족한다.

(1)gcd 

(2)gcd 

증명.(1)보조정리 4.2에 의해 gcd 이므로

gcd gcd

이다.



 

≡ mod 

이고

gcd gcd 

이므로

gcd 
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이다.

(2)보조정리 4.2에서 gcd 이므로

gcd gcd

이다.



 

≡ mod 

이므로

gcd gcd

이다.따라서

gcd 

이다.

보조정리 4.7에 의하여 ≡ mod 이다.정리 4.6과 보조정리 4.8에

의하여 아래의 정리를 얻는다.

<정리 4.9> 짝수 에 대하여  ,는 gcd 를 만족하고 홀수 

의 약수이다.그리고 를 다음과 같다고 하자.
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 (4.5)

이때 는 홀수이고 는 의 약수이다.그러면 두 개의 수열사이의 상호

상관관계 함수값 의 발생횟수는 다음과 같다.

[표 Ⅳ-1]새로운 수열의 과 발생횟수

 발생횟수

   

 

  

  

  

  
 


 

증명.보조정리 4.7에서 ≡mod ,≡


mod  그리고

gcd  이다.그러므로 정리 2.3.3에 의하여 우리는 아래의 식을

얻는다.



















 

(4.6)
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보조정리 4.2에 의하여 gcd 이므로 식 (4.6)의 해의 개수

는 식 (4.6)에서의  대신 
로 대체하여 얻은 아래 식 (4.7)의 해의 개

수와 같다.







  (4.7)

식 (4.7)의 양변에 




을 곱하면 아래의 방정식을 얻는다.







 (4.8)

그리고 ≡ mod 에 의하여 식 (4.8)은 아래의 식과 같다.

 


 (4.9)

식 (4.9)의 해의 개수는 아래 식 (4.10)의 해의 개수와 같다.




 (4.10)

그러므로 식 (4.10)의 해의 개수는 아래 식 (4.11)의 해의 개수와 같다.


  (4.11)

그리고 정리 4.1의 는 4개의 값을 가진다.

정리 2.3.4와 정리 4.6에 의하여
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이다.

를 식 (4.11)에서 에서 개의 해를 갖는 횟수라 하자.

  

⋅


  

⋅


  

⋅


  

이 연립방정식을 풀면  


, 


, 

,

 


을 얻는다.

정리 2.3.3에 의해 ∈
     이다.

<예제 4.10>8차 원시다항식 가  일 때 

의 원시근 에 대하여 주기가  인 두 -수열 ,에 대한 상호

상관관계의 함숫값을 분석해보자.

 이므로  이다.  ,  으로 두면  이다. 


는 그림 1과 같고,  는 그림 2와 같다.  일 때,

는 그림 3과 같다.따라서 
이다.같은 방

법으로 부터 까지 의 값을 차례대로 변화시키면서 의 값을 구
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하면         로 4개의 값 중 하

나가 된다.

[그림 Ⅳ-1]수열 
의

×배열

[그림 Ⅳ-2]수열  의

× 배열

[그림 Ⅳ-3]수열 의

×배열
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그리고 두 -수열 ,에 대한 상호상관관계 함수값 의 발생

횟수는 다음과 같다.

[표 Ⅳ-2]두 수열 ,에 대한 과 발생횟수

 발생횟수
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Ⅴ.결론

본 논문에서는 아래의 에 대하여 의 4값의 상호상관관계의 분포를

구하였다.



 

여기서, 이고,는 짝수이며,는 홀수 의 약수이며 gcd 이다.

그리고 CDMA 통신에서 부호 분할을 위해 사용되는 의사난수열에 대해

의 값을 이용하여 주기가 같은 새로운 수열을 생성하고 두 수열의 상호

상관관계 함숫값이 4개임을 보였고 그 값들의 발생횟수를 구하였다.
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