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A N A L Y S IS OF T HE S T A T E T RA N S IT ION B E HA V IOR
OF A D D IT IV E N ON GR OU P CE LLU LA R A U T OM A T A

Hyang - Hee Choi

Graduat e School of Education

Pukyong National Univer sity

A b s trac t

A cellular automata (CA ) is a discrete dynamic system , which consist s of a

uniform array of mem ories called cells . T he states of cells in the array are

updated according to a rule : the stat e of a cell at a given time depends only

on it s own stat e and the state of it s neighbor s at the previous step . Linear

hybrid CA have been proposed as an alternative to linear feedback shift

register s (LF SRs), in applications such as t est pattern generation ,

pseudorandom number generation , cryptography and signature analy sis . In this

paper , w e show some propert ies of linear T PMACA and investigate a detailed

analy sis of the behavior of complem ented CA derived from a linear

T PMACA .
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1 . 서론

셀룰라 오토마타 (Cellu lar A u tom at a , 이하 CA )는 동역학계 (dy n am ical

sy st em )를 해석하는 한 방법으로 공간과 시간을 이산적으로 다루고 , 이산

적인 공간을 셀룰라 공간 (cellu lar sp ace )의 기본 단위인 각 셀이 취할 수

있는 상태를 유한하게 처리하며 , 각 셀들의 상태가 국소적인 상호작용에

의해서 동시에 갱신되는 시스템으로써 V on N eum ann과 Ulam에 의해 스

스로 조직화하고 재생산할 수 있는 모델로 소개되었다 [15, 17] . CA는 그

후 W olfr am에 의하여 처음으로 암호학에 도입되었다 [16] . 이후 D a s 등에

의해서 선형대수학으로 분석이 이루어졌으며 [11, 12], Ch au dhu r i, N an di

등이 많은 분야에 CA를 폭넓게 활용하였다 [7] . 그리고 M u zio, K av in등에

의해서 LF S R (Lin ear F eedb ack Sh ift R eg is t er )에 대응하는 CA에 대한 연

구가 이루어 졌으며 , 최소비용으로 최대길이를 갖는 CA를 찾는 연구가

수행되었다 [4 , 3, 5]. 최근에는 Im ai 등에 의해서 고속 암호 알고리즘 구현

에 CA가 이용되었다 [13, 14].

CA는 난수성이 우수한 수열을 발생시키는 성질을 가지고 있어 혼돈과

확산의 효과가 뛰어나 암호 알고리즘 설계를 위해 최근 LF SR (Lin ear

F eedb ack S h ift R eg is t er )의 대안으로 제안되고 있다 [10] . 또한 CA는 대수

학적 성질에 따라 크게 g r ou p CA와 n on g r oup CA로 구분될 수 있는데 ,

n on g r oup CA는 해쉬함수 생성이나 암호 알고리즘 , 부울방정식의 해법 ,

이미지 압축 등에 응용되고 있다 .

본 논문에서는 n on gr oup CA의 일반적 성질들을 살펴보고 특별히 임의

의 상태에 대한 직전자 수가 두 개인 선형 T P M A CA로부터 얻어지는 여

원 CA의 상태들의 행동을 분석한다 . 본 논문의 구성을 살펴보면 먼저 2

장에서는 CA의 정의와 분류 등 CA의 전반적인 이론에 대해 살펴보고 , 3
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장은 n on gr oup CA를 선형 n on g r oup CA와 여원 n on g r ou p CA로 나누어

그 성질들을 분석한다 . 그리고 4장에서는 선형 T P M A CA로부터 유도된

여원 CA의 상태들의 행동을 분석하고 5장에서 결론을 맺는다 .
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2 . 셀룰라 오토마타

2 .1 CA의 정의 및 분류

2 .1.1. CA의 정의와 기호

CA란 동역학계를 해석하는 한 방법으로 공간과 시간을 이산적으로 다루는 시

스템이며 셀룰라 공간의 기본 단위는 하나의 셀이다. 각 셀이 취할 수 있는 상태

를 유한하게 처리하며, 각 셀들의 상태가 국소적인 상호작용에 의해서 동시에 갱

신되는 시스템이다.

가장 간단한 구조를 가지는 1차원 CA (One- Dimensional CA, 이하 1- D CA )에

서는 모든 셀들이 선형으로 배열되어 있고 1- D CA 중에서 국소적 상호작용이

세 개의 셀, 즉 자신과 인접한 두 셀에 의해 이루어지는 CA를 3-이웃

(3- neighbourhood) CA라 한다. 본 논문에서 다루는 CA 는 3-이웃 CA에 국한시

킨다. CA를 설명하기 위해서 다음의 기호들이 사용된다.

< Notation >

i : 일차원으로 배열되어 있는 각 셀들의 위치

t : 시간 단계

q i ( t) : 시간 t 에서 i 번째 셀의 상태

q i ( t + 1) : 시간 t + 1 에서 i 번째 셀의 상태
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2 .1.2 . CA의 rule

세 개의 이웃을 가지는 CA 에 대한 다음상태 전이함수(transition function )는

다음과 같이 나타낸다

(2.1)q t + 1
i = f [ q t

i - 1 , q t
i , q t

i + 1 ]

여기서 f는 결합논리를 가지는 국소 전이함수이다. f는 3개의 변수를 가지는

Boolean 함수이므로 2 2 3

, 즉 256개의 다음 상태 전이함수들이 있으며 이것을

CA의 rule 이라고 한다.

CA의 셀들의 상태를 0 과 1 의 두 가지 값으로 다루고 주어진 CA의 다음상

태 전이함수를 아래와 같이 표현한다.

이웃상태 111 110 101 100 011 010 001 000 rule

다음상태 0 0 1 1 1 1 0 0 rule 60

다음상태 1 0 0 1 0 1 1 0 rule 150

여기서 첫 행은 시간 t 에서 인접한 세 개의 셀들의 가능한 8가지 상태의 배

열이고 다음 행들은 시간 t + 1에서 i번째 셀의 갱신된 상태이다.

이진법의 수 111100(2 ) 십진법의 수로 변환하면 1× 2 5＋1× 2 4＋1× 2 3＋1×

2 2＝60이므로 rule 60 이라 하고 같은 방법으로 이진법의 수 10010110(2 ) 십진

법의 수로 변환하면 150 이므로 rule 150 이라 한다.
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위의 rule에 대한 결합 논리는 다음 식으로 표현할 수 있고 는 XOR 논리

를 나타낸다.

rule 60 : q i ( t + 1) = q i - 1 ( t) q i ( t) (2.2)

rule 150 : q i ( t + 1) = q i - 1 ( t) q i ( t) q i + 1 ( t) (2.3)

2 .1.3 . CA 의 분류

⑴ 셀의 배열상태에 따라

① 1차원 CA : 셀이 선형으로 배열되어 있는 CA

② 2차원 CA : 셀이 평면으로 배열되어 있는 CA

③ 3차원 CA : 공간으로 배열되어 있는 CA

⑵ 적용되는 rule 에 따라

① 가산 CA (Additive CA )

가. 선형 CA (Linear CA ) : 모든 셀들의 rule이 XOR 논리로만 이루어진

CA

나. 여원 CA (Complem ented CA ) : 셀들의 rule 이 XNOR 과 XOR 논리로

이루어진 CA

② 비 가산 CA (Nonadditive CA ) : 셀들의 rule이 AND- OR논리로 이루어진

CA
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< 표2.1 >는 Additive CA에 이용되는 rule이다.

Lin e ar ru le Com ple m e nt e d rule

ru le q i ( t + 1) 〓 q i - 1 ( t) q i ( t)

60

ru le q i ( t + 1) 〓 q i - 1 ( t) q i ( t)

195

ru le q i ( t + 1) 〓 q i - 1 ( t) q i + 1 ( t)

90

ru le q i ( t + 1) 〓 q i - 1 ( t) q i + 1 ( t)

165

ru le q i ( t + 1) 〓 q i ( t) q i + 1 ( t)

102

ru le q i ( t + 1) 〓 q i ( t) q i + 1 ( t)

153

ru le q i ( t + 1) 〓 q i - 1 ( t) q i ( t) q i + 1 ( t)

150

ru le q i ( t + 1) 〓 q i－1 ( t) q i ( t) q i＋1

105

ru le q i ( t + 1) 〓 q i + 1 ( t)

170

ru le q i ( t + 1) 〓 q i＋1 ( t)

85

ru le q i ( t + 1) 〓 q i ( t)

204

ru le q i ( t + 1) 〓 q i ( t)

5 1

ru le q i ( t + 1) 〓 q i - 1 ( t)

240

ru le q i ( t + 1) 〓 q i－1 ( t)

15

< 표2 .1 > A dditiv e CA rule

(3) 모두 같은 rule이 적용되는 rule의 개수에 따라

① Uniform CA : 모든 CA의 셀들이 같은 rule을 따른 CA

② Hybrid CA : 2가지 이상의 서로 다른 rule이 적용된 CA

(4) 상태전이 그래프의 형태에 따라

① Group CA : 모든 셀들의 상태가 몇 개의 사이클을 이루며 반복되는 CA

② Nongroup CA : Group CA 가 아닌 CA
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Group CA는 모든 셀들의 상태가 몇 개의 사이클을 이루며 반복되는 CA로 임

의의 한 상태에 대한 이전상태가 유일하다. 이와 달리 Nongroup CA는 상태전이

그래프가 트리 구조를 이루고 있으며 상태전이 함수에 의해 얻어질 수 있는 상

태인 도달 가능한 상태와 상태전이 함수에 의해 나타날 수 없는 도달 불가능한

상태로 나누어진다. Nongroup CA는 임의의 한 상태에 대한 이전상태가 존재하

지 않거나 2개 이상이다.

< 그림2.1 > 은 3-이웃 선형 CA의 셀의 구조이다.

셀 # i

셀 # i- 1 셀 # i+1

<그림 2.1> 3-이웃 선형 CA의 셀구조

2 .2 . CA의 경계조건

CA에서 가장 왼쪽과 오른쪽의 셀은 2개의 이웃만을 가지므로 세 번째 이웃의

상태를 결정해 주어야 한다. 이것을 CA의 경계조건이라 하고 일반적으로 다음

세 가지의 경계조건이 있다. 제일 왼쪽과 오른쪽의 셀 들이 0 상태에 연결되어

있는 NBCA (Null Boundary CA ), 양끝의 셀 들이 서로 연결되어 있는

PBCA (Periodic Boundary CA ), 가장 왼쪽(오른쪽) 셀 의 다음 상태가 그 자신과
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그것의 오른쪽(왼쪽) 이웃, 두 번째 오른쪽(왼쪽) 이웃 셀의 상태에 의존하는

IBCA (Intermediate Boundary CA ) 이다. < 그림2.2 >은 각각의 경계조건을 나타

낸 것이다. 본 논문에서는 NBCA 만 다룬다.

0 0

Cell : 0 1 2 n - 3 n - 2 n - 1

(1) Null Boundary CA

Cell: 0 1 2 n - 3 n - 2 n - 1

(2) Periodic Boundary CA

Cell : 0 1 2 n - 3 n - 2 n - 1

(3) Int erm ediat e Boun dary CA

<그림 2.2> 서로 다른 경계조건을 가지는 CA
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2 .3 . CA의 전이행렬과 특성다항식

2 .3 .1. CA의 전이행렬

n 개의 셀을 가지는 선형 1- D CA에서는 현재 상태를 다음 상태로 전이시키는

전이함수를 n×n 행렬로 나타낼 수 있으며, 이것을 전이행렬(t ransition matrix )

이라 한다. 전이행렬 T에서 i 번째 행은 i 번째 셀에 적용되는 rule이며 그 셀

의 다음 상태가 현재상태에 의존하면 1, 그렇지 않으면 0으로 쓴다. 3-이웃 CA

의 전이행렬은 정방행렬의 주 대각선과 그 윗 대각선과 아래 대각선을 제외한

나머지가 0 인 삼대각선 행렬(tr idiagonal matrix )이다. 예를 들어 네 개의 셀을

가진 NBCA의 rule이 < 60, 150, 102, 90 >이면 전이행렬은 다음과 같다.

(2.4)T =

1 0 0 0
1 1 1 0
0 0 1 1
0 0 1 0

S t가 시간 t 에서 CA의 상태를 나타내면 시간 t + 1에서 CA의 상태는 다음

식으로 표현된다.

(2.5)S t + 1 = T S t

또한 시간 t 에서 CA의 상태는 다음과 같다.

(2.6)S t + 2 = T S t + 1 = T ( T S t ) = T 2 S t
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같은 방법으로 p 단계 후의 CA 의 상태는

(2.7)S t + p = T p S t

예를 들어 CA의 현재 상태가 S t ＝ [ 1 0 1 0 ] t 이면 다음 상태는 다음과

같이 구해진다.

S t + 1 ＝ T S t ＝

1 0 0 0
1 1 1 0
0 0 1 1
0 0 1 0

1
0
1
0

＝

1
0
1
1

만약 CA의 전이행렬 T가 정칙행렬 즉 det (T ) ＝1 이면 이 CA는 group CA이

다.

Group CA는 모든 상태들이 일정한 사이클을 이루며 T에 의해 상태가 반복되

는 것으로 임의의 상태에 대하여 유일한 이전상태를 가진다. 따라서 전이행렬의

역행렬을 구하여 현재 상태에 적용하면 이전상태를 명확하게 얻을 수 있다. 즉,

(2.8)S t - 1 = T - 1 S t

이다. Group CA는 최대 길이를 갖는 CA와 최대 길이를 갖지 않는 CA로 구별

할 수 있다. n개의 셀로 이루어진 CA에서 모든 셀의 상태가 0인 경우를 제외한

2 n－1개의 상태가 하나의 주기 안에 있을 때 최대 길이를 가진다고 한다. 최대

길이를 갖는 CA의 특성 다항식은 primitive이다. n차 primitive polynomial

C(x )는 인수분해 되지 않고 x m＋1을 나누는 m의 최소값이 2 n－1 인 다항

식이다.
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< 그림2.3 >은 rule이 < 150, 90, 150, 150 >인 4개의 셀로 구성된 최대길이를

가지는 선형 CA이다.

<그림 2.3> 최대 길이를 갖는 Group CA

1

14 7
132

3

15 9

4

5

61210 11 8

0

< 그림2.4 >은 최대길이를 가지지 않는 선형 CA로써 rule < 150, 150, 150, 150

>을 갖는 uniform CA이다. 그림에서 알 수 있듯이 0을 제외한 다른 상태들이

몇 개의 서로 다른 사이클로 분리되어 있다. 각 사이클 길이의 최소공배수 6 이

CA의 주기가 된다.

0

3

1

13

4

14

5

7

2

12

10

11

8

9

156

<그림 2.4> 최대 길이를 갖지 않는 Group CA
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이와달리 group CA가 아닌 CA를 Nongroup CA라고 하는데 이 CA의 det (T )

＝ 0 이다. 따라서 전이행렬 T에 대한 역행렬이 존재하지 않으므로 임의의 상태

에 대하여 명확하게 알 수 없다.

< 그림2.5 > 는 rule < 102, 60, 60, 150 > Nongroup CA의 상태전이 그래프이

다.

이 CA의 전이행렬은 T＝

1 1 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

이고 상태전이 그래프는 트리 구조를

가진다.

<그림 2.5> Nongroup CA
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2 .3 .2 . CA의 특성 다항식

<정의 2 .1> 특성다항식 (c h aract eri s t ic poly n om ial ) : 주어진 CA의 전이행렬

T에 대하여 특성다항식은 GF (2) 상에서 ( T＋xI )의 행렬식 값이다.

<정의 2 .2 > 최소다항식 (m in im al poly n om ial ) : 특성다항식의 인수 중 T를

근으로 갖는 차수가 가장 낮은 다항식을 최소다항식 이라 한다.

CA의 전이행렬이 T일 때, T의 특성다항식 C( x )은 다음과 같다. 여기서 I는

n차 단위행렬이다.

(2.9)C ( x ) = | T + x I |

예를 들어 행렬 ( 2.4 )에 대한 특성다항식을 구해보면

| T + x I | =

1＋x 0 0 0
1 1＋x 1 0
0 0 1＋x 1
0 0 1 x

= ( 1＋x )
1＋x 1 0

0 1＋x 1
0 1 x

= x 4 + x 3 + x

(2.10)= x ( x 3＋ x 2＋1 )

<그림 2.3>의 전이행렬은

(2.11)T =

1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 1 1
0 0 1 1

이고, 특성다항식은 x 4 + x 3 + 1로 primitive polynomial이다.
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3 . N on g roup 셀룰라 오토마타

Nongroup CA가 이미지 압축, 해쉬 함수, 부울 방정식의 해법, 암호 알고리즘

등에 응용[1, 2]이 되면서 최근 연구가 활발히 이루어지고 있다. 본 장에서는

nongroup CA의 정의와 자주 사용되는 용어들을 정의하고 nongroup CA의 성질

에 대하여 살펴본다.

3 .1 선형 N on g rou p CA

선형 nongroup CA는 다음 상태를 결정짓는 상태전이 함수가 XOR 논리로만

이루어진 CA로 group CA가 아닌 CA이다. 즉, 사용되는 rule이 60, 90, 102, 150,

170, 204, 240 이고 상태전이 그래프가 트리 구조를 가지는 CA로 det (T )＝ 0 으

로 역 행렬이 존재하지 않는다. 그러므로 임의의 상태에 대한 이전상태 수는 0

이거나 2 이상이다. 어떤 상태의 이전상태 수가 0 이란 의미는 이전상태가 존재

하지 않는다는 것으로 주어진 상태는 도달 불가능한 상태이다. 이와 달리 이전상

태수가 2 이상이란 의미는 주어진 상태가 도달 가능한 상태이며, 2개 이상의 이

전 상태가 존재한다는 것을 말한다. 이처럼 nongroup CA는 상태전이 함수가 일

대일 대응 함수가 아니다. 그러므로 주어진 상태에 대하여 이전상태를 구하는 것

이 불가능하다. 다음은 선형 nongroup CA와 이 논문의 전개에 필요한 몇 가지

용어들을 정의한다.

<정의 3 .1> 선형 N on g roup CA : Nongroup CA 중 다음 상태를 결정짓는 상

태전이 함수가 XOR 논리 이루어진 CA를 말한다.
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<정의 3 .2 > 순환상태 (cy clic s t at e ) : Nongroup CA의 상태 사이클(cyclic) 안

에 존재하는 상태로 일정한 시간 단계 후 그 상태가 반복되는 상태로, 상태 y가

순환상태이면 T k y ＝ y를 만족하는 k가 존재한다. 여기서 k의 최소값이 상

태 y가 놓이는 사이클의 길이 이다.

<정의 3 .3 > attract or : 순환상태들 중 사이클의 길이가 1인 상태로 어떤 상태

x가 attractor이면 전이행렬 T에 대하여 Tx＝x를 만족한다

<정의 3 .4 > r -직전자 (r - pre de c e s s or ) : T r Y＝X 을 만족하는 상태 Y를 상태

X 의 r-직전자라 부른다( 1≤r≤ 2 n－1 ). 특히 1-직전자를 간단히 직전자라 부

른다.

<정의 3 .5 > M A CA (M ult iple - A ttrac tor CA ) : Nongroup CA의 모든 순환 상

태들이 attractor인 CA를 MACA라 부른다. 특히 직전자 수가 2인 MACA를

T PM A CA (T wo Predecessor Multiple - Attractor CA )라 부른다. Attractor의 수

가 1인 MACA를 S A CA (Single- Attractor CA )라 부르며 특히 직전자의 수가 2

인 SACA를 T P S A CA라 부른다.

<정의 3 .6 > α -트리 : 순환상태 α를 root로 하는 트리

<정의 3 .7 > de pth : Nongroup CA의 상태전이 그래프에서 임의의 도달 불가능

한 상태에서 가장 가까운 순환상태로 전이되는데 걸리는 최소 상태 전이 수

<정의 3 .8 > le v el : 어떤 상태 x가 α-트리의 level l ( l ≤depth ) 에 있다는

것은 상태 x가 정확히 l 번 상태 전이후 상태 α가 되는 위치에 있다는 것이다.
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즉 T p x = 가 되는 p 값 중 최소값이 l 이다.

<정의 3 .9 > 주기 : 상태전이 그래프에서 나타나는 사이클의 길이의 최소공배수

로 임의의 순환상태 y 에 대하여 T c y = y 인 최소의 c 가 주기가 된다.

<그림 2.5>에서 순환상태는 0, 1, 2, 3 이다. 특히 상태 0과 1은 은 사이클의 길

이가 1 이므로 at tractor 이다. 상태 2, 3 은 사이클의 길이가 2 인 사이클에 존재

한다. 그러므로 이 CA의 주기는 1과 2의 최소공배수인 2 이다. 각 트리는 depth

는 2 이다. 2-트리는 상태 2를 root로 하는 트리 이므로 상태 7, 8, 12, 2가 2-트

리에 속한다. 각 트리의 level 1의 상태는 12, 13, 14, 15 이고 level 2 에 있는 상

태들은 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 이다. 다음은 5- cell T PMACA의 예이다.

<예 3 .1> 5개의 셀로 이루어진 CA가 rule < 60, 240, 240, 240, 240>을 가질 때,

전이행렬은

(3.1)T =

1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

이고, 특성다항식은 x 4 (x＋1) 이며 최소다항식도 x 4 (x + 1)이다. 주어진 T의

계수 (rank )는 4 이다. <그림 3.1>은 <예 3.1>에서 주어진 CA에 대한 상태전이

그래프로 2개의 독립된 트리로 구성되는 T PMACA이다.
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3 .1.2 . 선형 N ong roup CA의 성질

가 . 0 -트리

본 절에서는 선형 nongroup CA의 행동을 분석하는데 가장 기본적인 0-트리

의 성질들을 살펴본다. 선형 nongroup CA에서 0 - 트리와 다른 순환상태를 root

로 하는 트리는 매우 밀접한 관계를 가지고 있으므로 0 - 트리에 관한 연구는

필수적이며 매우 중요하다. 다음의 몇 가지 정리들은 선형 nongroup CA의 기본

적이며 다음에서 제시할 0 - 트리 와 α -트리 사이의 관계를 밝히는데 있어 중

요한 사실이다.

<정리 3 .1> 선형 nongroup CA 에서 상태 0 은 at tractor 이다.

<증명> 임의의 전이행렬 T에 대하여 T 0＝ 0 이다. □

<보조정리 3 .2 > 선형 nongroup CA 의 전이행렬 T 의 영공간 (null space)의

차원이 d 이면 상태 0의 직전자의 수는 2 d 이다.

＜증명＞ 상태 0 의 직전자 x 는 Tx＝0 을 만족한다. T 의 영공간의 차원

이 d 이면 이 일차연립방정식은 자유변수가 d 개 존재한다. 자유변수가 가질 수

있는 값이 GF (2)에서 0 또는 1 이므로 직전자의 수는 2 d 이다. □

<정리 3 .3 > 선형 nongroup CA에서 도달 가능한 상태의 직전자의 수는 상태 0

의 직전자의 수와 같다.

＜증명＞ 임의의 도달 가능한 상태를 α 라 하면 α의 직전자 y 는 Ty＝α

를 만족한다. α가 도달 가능한 상태이므로 { y｜ Ty＝α}는 공집합이 아니다. 그

러므로 ｜{ y｜ Ty＝α}｜＝｜{ x｜ Tx＝0}｜ 이다. □
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<그림 3.1> 5- cell T PMA CA
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나 . 선형 n on g roup CA에서 순환상태들의 트리와 0 -트리와의 관계

선형 nongroup CA 의 상태전이 그래프에서 α-트리의 구조는 0-트리와 동형

이다. 그러므로 α-트리와 0-트리 사이의 관련성을 밝히는 것은 선형 nongroup

CA의 행동을 분석하는데 있어 매우 중요한 문제이다. 이 절에서는 1차원 선형

nongroup CA의 0-트리와 α( 0)-트리의 상태들간의 관계들을 밝힘으로 서로

대응되는 상태들을 찾을 수 있고, 선형 nongroup CA를 보다 효율적으로 분석할

수 있음을 보인다. 다음 정리에서 0-트리 의 상태의 수를 알 수 있다.

<정리 3 .4 > 선형 nongroup CA의 상태전이 그래프에서 0-트리의 depth를 d라

하고 주어진 전이행렬 T의 영공간의 차원이 r 이면 0-트리의 상태는 2 rd 이

다.

＜증명＞ 전이행렬 T 의 영공간의 차원이 r 이므로 <보조정리 3.2>와 <정

리3.3>에 의해 임의의 도달가능한 상태의 직전자의 수는 2 r 개다. α i 를 0-

트리의 level i에 있는 상태들의 수라 하면 α i＋1＝ 2 r α i 이다. 따라서 0-트

리의 level i에 있는 상태들의 수는 ( 2 r )
i - 1

( 2 r－1) 이다. 그러므로 0-트리

에 속해있는 상태들의 수는 다음과 같다.

1 + ( 2 r－1) + 2 r ( 2 r－1) + + ( 2 r )
d - 1

( 2 r－1)

＝ 1 + (2 r - 1) { ( 2 r ) d - 1}
2 r - 1

= 1 + ( 2 rd - 1) = 2 rd

□
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<보조정리 3 .5 > 도달 가능한 상태의 직전자의 수가 r인 선형 Nongroup CA

에서 상태 0의 i-직전자를 P 1 , P 2 , P 3 , … , P r i 라 하고, 도달 가능한 0이

아닌 임의의 상태 X의 i-직전자중 하나를 X 1이라 하면 X의 i-직전자 집합은 다

음과 같다.

{ X 1 P j | j = 1, 2 , 3 , , r i ｝ (단, 는 bitw ise 덧셈연산)

<증명> 우선 B i를 상태 0의 i-직전자의 집합이라 하면 집합 B i는 다음과

같다. B i = { Y | T i Y = 0} = {P 1 , P 2 , , P r i } 여기서 P 1 = 0이다. 그리고

상태 X의 i-직전자의 집합을 Qi 라 하면 Qi 〓 { Y | T iY 〓 X }이다. 상태 X 1

이 X의 i-직전자 이므로 X 1 Qi이다. Qi 이므로 | Q i | = | B i | = r i이

다. 한편

T i ( X 1 P j ) = T iX 1 T i P j = T iX 1 0 = X 이므로

X 1 P j , (j = 1, 2 , , r i) 가 X의 i-직전자 이다. 그러므로 X의 i-직전자

의 집합 Qi는 { X 1 P j | j = 1, 2 , 3 , , r i } 이다. □

<정리 3 .6 [8 ] > 상태 0의 직전자 수가 r일 때, P ij 를 0-트리의 level i의 j번째

상태라 하고, R i를 상태 X의 순환하는 i-직전자라 하자. 그리고 X ij 를 X -트리의

level i 의 j번째 상태라 하면 X ij는 다음을 만족한다.

(3.2)X ij = R i P ij

(단, 는 bitw ise 덧셈연산, 1 i depth , j = 1, , ( r - 1) r i - 1 )
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<증명> 위 식( 3.2 )을 수학적 귀납법으로 증명한다.

ⅰ) i = 1일 때 <보조정리 3.5> 에서 i가 1인 경우이므로 성립.

ⅱ) i = k일 때 |{X kj }| = |{R k P kj }| 이고 X kj = R k P kj 라면

(여기서 j = 1, 2 , , ( r - 1) r i - 1 )

ⅲ) i = k + 1일 때

T (X k + 1j R k + 1) = X k j R k = P k j

이는 X k + 1j R k + 1이 P k j의 직전자중 하나인 P k + 1j 임을 의미하므로

따라서 X k + 1 j R k + 1 j = P k + 1 j 이고 X k + 1j = R k + 1 j P k + 1 j 이다. 그러

므로 식 ( 3.2 )은 k = i + 1인 경우에도 성립한다. □

위의 정리로부터 다음과 같은 따름 정리를 얻는다.

<따름정리 3 .7 > 상태 X 가 att ractor이면 X ij＝ X P ij이다.

<증명> 상태 X 가 attractor이므로 X 의 순환하는 i - 직전자는 R i＝ X 이다.

□

<정리 3 .8 > X l , X m 이 X -트리의 level i의 상태이고 j번 단계 후 비로소 두

상태가 같은 상태가 될 때 즉, T kX l = T k X m인 최소의 k값이 j ( i)일 때 X l

X m 는 0-트리의 level j 상태중 하나이다.

<증명> T jX l = T j X m이므로 T j (X l X m ) = 0 이다. 이는 X l X m 가

상태 0의 j -직전자임을 의미한다. X l X m 가 0-트리의 level p ( <j )의 상태라
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면 T p (X l X m ) = 0이고 T pX l = T p X m이 되어 가정에 모순이 된다. 그러므

로 X l X m 는 0-트리의 level j 상태중 하나이다. □

위의 정리로부터 다음 따름정리를 얻는다.

<따름정리 3 .9 > 임의의 도달 가능한 상태의 서로 다른 직전자의 합은 상태

0의 0 이 아닌 직전자 이다.

선형 nongroup CA의 전이행렬의 최소다항식은 m (x ) ＝ x dΦ (x )로 표현된다.

여기서 d 는 CA의 depth가 되고 (x )가 x c＋1를 나누는 c 중 최소의 c 가

주기가 된다. <그림 2.5>선형 nongroup CA의 최소다항식은

x 4＋ x 3＋ x 2＝ x 2 ( x 2＋x＋1) 이다. 그러므로 depth는 2이고 (x )＝

x 2＋x＋1 이다. (x )가 나누는 x c＋1 중 가장 낮은 차수의 다항식은 x 3＋1

이다. 그러므로 이 CA의 주기는 3 이다.

다 . 선형 T PM A CA 의 분석

선형 T PMACA 는 선형 nongroup CA 중 모든 순환상태들이 attractor 이고 임

의의 도달가능한 상태에 대하여 적전자의 수가 2개인 CA를 말한다. 이 선형

T PMACA는 해쉬함수를 만드는데 효과적이다. 다음은 T PMACA의 성질들을 살

펴본다.

<정리 3 .10 > n셀 선형 T PMACA의 전이행렬 T의 영공간의 차원은 1 이다.

<증명> T PMACA의 임의의 도달 가능한 상태에 대한 직전자 수는 2 개다.

α를 임의의 도달 가능한 상태라고 하면｜{y｜ Ty＝α }｜＝2 이고<정리 3.3>에
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의하여｜{y｜ Ty＝α }｜＝｜{x｜ Tx＝0 }｜이므로 Tx＝0 인 x의 수가 2 1 이

다. 그러므로 자유변수 개수가 1 이므로 T 의 영공간의 차원은 1 이다. □

<예 3.1>에서 최소다항식은 x 4 (x＋1)이므로 depth는 4이고 x＋1은 x 1＋1을

나누므로 주기가 1인 MACA이다. 그러므로 선형 T PMACA의 최소다항식은

x d (x＋1) 이 된다.

<정리 3 .11> n 셀 선형 T PMACA의 ( T I )의 계수가 k 이면 attractor의

수는 2 n－k 이다.

<증명> 어떤 상태 x가 attractor 이면 사이클의 길이가 1 이므로 Tx ＝ x

이다. 이는 ( T I ) x ＝ 0 이므로 attractor는 ( T I ) x ＝ 0 을 만족하는 해

x 이다. 그러므로 attractor의 수는 ( T I )의 계수가 k 이므로 영공간의 차원

은 n－k이므로 가능한 해의 수는 2 n－k 이다. □

<정리 3 .12 [8] > C를 T PMACA라 하자. α i j를 C에서α-트리의 level i의 j

번째 상태라 하고 β i j를 C에서 β-트리의 level i의 j 번째 상태라 하면 다음

을 만족한다.

α i j β i j ＝α β

<증명> P i j 를 0-트리의 level i의 j 번째 상태라 하면 <따름정리 3.7>에

의하여 α i j ＝ P i j α 이고, β i j ＝ P i j β 이다.

그러므로 α i j β i j ＝ P i j α P i j β＝α β □
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<정리 3 .13 > 선형 T PMACA에서 w와 u 를 임의의 한 도달 가능한 상태의 서

로 다른 직전자라 하고 P 1 을 상태 0 의 0 이 아닌 직전자라고 하면 w u

＝ P 1 이다.

<증명> 가정에 의하여 T w ＝ T u 이고 T ( w u ) ＝ 0 이다. 또한 w와

u는서로 다른 상태이므로 w u 0 이다. 그러므로 w u 는 상태 0의

0이 아닌 직전자 P 1 이다. □

3 .2 . 여원 N on g roup CA

3 .2 .1. 여원 CA의 정의 및 일반적 성질

이 절에서는 여원 CA의 정의와 상태들의 전이 행동에 관한 분석을 그에 대응

하는 선형 CA와 관련지어 살펴본다.

<정의 3 .10 > 각 셀에 적용되는 rule 이 XOR 논리와 XNOR 논리의 조합으로

표현되는 CA 를 여원 CA 라 한다.

여원 CA는 XNOR논리가 상태 전이 함수로 사용된 것으로 rule 195, 165, 153,

1 05, 85, 51, 15 가 여원 rule이다. rule 165는 <표2.1>에서와 같이 q i ( t + 1)

＝ q i - 1 ( t) q i＋1 ( t) 로 표현한다. 이것은 rule 60인 q i ( t + 1) ＝ q i - 1 ( t)

q i ( t) 의 결과값을 역으로 취하는 것으로 한 셀에 적용되는 여원 CA의 상

태 전이 함수는 다음과 같다.

(3.2)q i
t + 1

= f [ q t
i - 1 , q t

i ] 1
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여원 CA의 다음 상태를 구하는 연산자를 T 라 하면 이를 선형 CA와 관련지

어 다음 상태를 구하는 식으로 유도할 수 있다. 여원 rule에 대응하는 선형 rule

로 표현한 전이 행렬을 T 라 하고 식(3.2)와 같이 결과 값을 역으로 바꾸어야

하는 셀을 나타내는 위치가 1 이고 나머지는 0인 n차원 벡터 F를 여원 벡터라

고 할 때 현재 CA의 상태를 S t라고 하면 CA의 다음 상태 S t + 1 은 다음과

같다.

(3.3)S t + 1 = T S t = T S t F

<예 3 .2 > 앞의 <예 3.1>에서 선형 T PMACA에서 4번째 셀을 제외한 나머지 셀

의 결과를 역으로 바꾼다면 이 CA에 사용되는 rule은 < 153, 165, 195, 240, 153>

이다. 여원벡터 F는 4번째 위치만 0 이고 나머지는 모두 1 인 벡터로

( 1 , 1 , 1 , 0 , 1 ) T 이다. CA의 현재 상태가 ( 0 , 1 , 0 , 1 , 0 ) T 라고 하면

다음 상태는 아래와 같이 구할 수 있다

S t + 1 ＝ T S t ＝ T S t F ＝

1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

0
1
0
1
0

1
1
1
0
1

＝

1
0
1
0
0

1
1
1
0
1

＝

0
1
0
0
1

＝ 9
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<정리 3 .14 > T
p
를 여원 CA의 연산자인 T 을 p번 적용한 것이라 하면 현재

상태로부터 p시간 단계 후의 여원 CA의 상태 S t + p는 다음과 같다.

(3.4)S t + p = T p S t = T p S t ( I T T 2 … T p - 1 )F

<증명> 수학적 귀납법에 의해서

ⅰ) n＝1 일 때 식(3.3)에 의해서

S t＋1＝ T S t ＝ T S t F 이므로 자명하다.

ⅱ) n＝p－1 일 때

S t＋p - 1＝ T p－1 S t ( I T … T p - 2 )F 가 성립한다고 가정

하면

ⅲ) n＝p 일 때

S t＋p ＝ T S t＋p－1 ＝ T S t＋p－1 F

＝ T｛ T p－1 S t ( I T … T p－2 ) ｝F F

＝ T p S t ( T T 2 … T p - 1 )F F

＝ T p S t ( I T T 2 … T p - 1 )F □

여원 CA에서 여원 벡터 F 는 CA의 크기와 같은 n차원 벡터이다. 그러므로 이

벡터의 종류는 모든 성분이 0 인 0 벡터를 제외한 2 n - 1 가지를 만들 수

있고 이것은 CA의 가능한 상태와 일대일 대응시킬 수 있다. 따라서 이 여원 벡

터를 CA의 상태로 해석한다면 이 벡터가 동일한 전이행렬 T를 따르는 선형

nongroup CA의 상태전이 그래프에 놓이는 위치에 따라 여러 가지 행동패턴을

보인다. 이렇게 같은 전이 행렬을 가지는 선형 CA를 여원 CA에 대응하는 CA

라고 하고, 여원 CA는 선형 CA로부터 유도된 여원 CA라 한다. 본 논문은 선형

T PMACA와 같은 전이행렬을 가지는 여원 CA에 대하여 연구한다.
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<정리 3 .15 > 여원 CA의 C '의 한 상태 x ' 가 도달 가능한 상태일 필요충분조건

은 이 상태에 대응하는 선형 CA C의 상태 x＝x ' F 가 도달 가능한 상태이다.

<증명>

ⅰ) ( ) x '가 C '에서 도달 가능한 상태이므로 x '에 대한 직전자 y가 존재한

다. 즉,

(3.5)x ' = Ty F

따라서

x＝x ' F＝( Ty F ) F 「 식(3.5) 에 의햐여」

＝ Ty

그러므로 x 는 C 에서 도달 가능한 상태이다.

ⅱ) ( ) 같은 방법으로 x 가 C에서 도달 가능한 상태 이므로

x＝ Ty 인 x에 대한 직전자가 존재하므로

x '＝ x F ＝ Ty F 이다. 그러므로

x '은 C ' 에서 도달 가능한 상태이다. □

위의 정리로부터 다음 따름 정리를 얻는다.

<따름정리 3 .16 > 여원 CA C '의 한 상태 x '가 도달 불가능한 상태일 필요충분

조건은 이 상태에 대응하는 선형 CA C의 상태 x＝x ' F 가 도달 불가능한 상

태이다.
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<정리 3 .17 > 선형 T PMACA C 로부터 유도되는 여원 CA의 도달 가능한 상태

에 대한 직전자 수는 2 이다.

<증명> x '을 C '에서 y 1
' , y 2

' … y p
' 를 직전자로 가지는 임의

의 도달 가능한 상태라 하면

T y '
1 F ＝ T y '

2 F ＝ … ＝ T y '
p F ＝ x '＝ ( x ' F ) F

∴ T y '
1 ＝ T y '

2 ＝ … ＝ T y '
p ＝ x ' F ＝ x

그러므로 x 는 C에서 도달 가능한 상태이고 x는 가정에 의해 2개의 직전자를

가지므로 p ＝2 이다.

<정리 3 .19 [6] > 여원 CA의 depth는 이에 대응하는 선형 CA의 depth와 같고 임

의의 도달 가능한 상태의 이전상태의 수 또한 이에 대응하는 선형 CA의 그것과

같다.

<정리 3 .20 > T PMACA C 에 대응하는 여원을 갖는 CA C ' 의 상태전이 그래

프에서 임의의 도달 가능한 상태의 서로 다른 두 직전자의 합은 C의 상태 0 의

0이 아닌 직전자 이다.

<증명> x i와 y i를 C '의 임의의 도달 가능한 상태의 서로 다른 두 직전자

라 하자.

T x i ＝ T y i

⇒ T x i F ＝ T y i F

⇒ T x i F T y i F ＝ 0

⇒ T ( x i y i)〓0 and x i y i 0 ( x i y i 이므로)

그러므로 x i y i 는 C의 상태 0의 0이 아닌 직전자다.
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<그림 3.2>는 rule < 165, 150, 165, 195>을 갖는 4개의 셀로 이루어진 여원 CA

의 구조이다. 이 CA는 여원벡터가 ( 1 , 0 , 1 , 1 ) T 이고 rule < 90, 150, 90,

60>을 따르는 선형 CA로부터 유도된 여원 CA 이다.

<그림 3.2> rule 벡터가 < 165, 150, 165, 195>인 여원 CA의 구조

D QD Q D Q D Q

Clock

0
● ● ●
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4 . 선형 T PM A CA로부터 유도된 여원 CA 상태 행동 분석

이 절에서는 여원 CA 에 대응하는 선형 CA 가 T PMACA인 특별한 여원 CA

에 대하여 분석한다. 이러한 여원 CA는 여원 벡터가 그에 대응하는 선형 CA의

상태전이 그래프에서 놓이는 위치에 따라 3가지로 나눌 수 있다.

여원벡터 F 가 선형 T PMACA 의

① 0 - 트리의 비 순환 상태

② 0 - 트리가 아닌 다른 트리의 비 순환 상태

③ 0 이 아닌 attractor

인 경우이다. 이 세가지 경우에 대하여 여원 CA의 상태전이 그래프에서 나타나

는 성질들을 다음 절에서 분석하고 이에 대한 예를 든다.

4 .1 여원벡터가 선형 T PM A CA의 0 -트리의 비순환 상태인 여원

CA

이 절에서는 선형 T PMACA로부터 유도된 여원을 갖는 CA의 행동을 분석하

는데

특히 여원벡터 F 가 0 - 트리에서 0이 아닌 상태인 선형 T PMACA의 여원

CA의 행동을 밝히도록 한다.

<보조정리 4 .1> 선형 nongroup CA 의 전이행렬이 T이고 그에 대응하는 여원

을 갖는 CA에서 연산자 T 를 p번 적용한 것을 T
p
라 하자. 그러면

T
p

F ＝[ I T T 2 … T p - 1 T p ] F

<증명> <정리 3.14>로부터 명백하다. □
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<보조정리 4 .2 > C 는 depth가 d 인 T PMACA 이고, C에서 0 - 트리의 level

i ( 0〈 i ≤d )에 있는 상태 F 를 여원벡터라 하면 T
i - 1

F 는 C에 대응하는

여원을 갖는 CA C ' 에서 attractor 이다

<증명> F 가 0 - 트리의 level i의 상태 이므로 T i F ＝ 0 이다.

S ＝ T
i－1

F 라 하자. <보조정리 4.1>에 의하여

S ＝ ( T i - 1 T i - 1 T i - 2 … I )F 이다.

T S ＝ T S F

＝ T ( T i - 1 T i - 2 … I )F F

＝ ( T i T i - 1 … I )F

＝ T i F ( T i - 1 … I )F

＝ 0 S

＝ S

따라서 S 는 C '에서 at tractor 이다. □

<정리 4 .3 > C 가 T PMACA 이고 C에 대응하는 여원을 갖는 CA를 C '이라

하고 여원벡터 F를 C의 트리의 level l 에 있는 비 순환 상태로 택하자. 그러

면 다음이 성립한다.

(1) C에서 l 보다 더 큰 level에 있는 모든 상태는 C '에서 변하지 않는다.

(2) C에서 l 보다 level에 있는 모든 상태는 C '에서 l보다 작은 level에 배열된

다.

(3) C에서 l 보다 더 작은 level에 있는 모든 상태는 C '에서 level l에 배열된

다.
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(4)상태 F 는 C '에서 level l - 1에 배열된다.

<증명> F 가 0 - 트리의 level l 의 상태이므로 T l F 〓 0 이다.

(1) x 를 C 의 상태전이 그래프에서 level k (> l)에 있는 상태라 하자.

그러면

T
k
x ＝ T k x ( T k - 1 … T l T l - 1 … T I )F

＝ T k x ( T l - 1 … T I ) F

(모든 i> l - 1에 대해 T iF＝ 0이므로)

＝ 0 ( T l - 1 … T I )F

( x가 level k ( > l)의 상태이므로)

＝ T i - 1F ( T l - 2 … T I )F

＝ T
l - 1

F 이 성립한다.

또한 <보조정리 4.2>에 의하면 T
l - 1

F 이 C '의 at tractor 이므로 x의 level

은 기껏해야 k 이다. 한편

T
k - 1

x ＝ T k - 1x ( T k - 2 … T l T l - 1 … T I )F

＝ T k - 1x T
l - 1

F

여기서 T k - 1x 0 이므로 T k - 1x T
l - 1

F 은 C '에서 attractor가 아

니다. 따라서 x 의 level은 k 이다.

(2) z 를 C 에서 level l 에 있는 상태라 하자. 도달가능한 상태의 직전자의 수

는 2 이므로 T l - 1 z ＝ T l - 1 F 와 T lz ＝ T lF ＝ 0 이 성립한다. 한편

T
l - 1

z ＝ T l - 1z ( T l - 2 … T I )F
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＝ T l - 1F ( T l - 2 … T I )F

＝ T
l - 1

F

이고 T
l - 1

F 이 C '의 att ractor 이므로 z의 level 은 기껏해야 l - 1 이다.

(3) w를 C에서 l보다 작은 level l 에 있는 상태라면 T l w ＝ T l - 1 w ＝ 0

이다.

그리고 T
l
w ＝ T l w ( T l - 1 … T I )F

＝ T l w T
l - 1

F

＝ T
l - 1

F

와

T
l - 1

w ＝ T l - 1 w ( T l - 2 … T I )F

＝ T
l - 2

F

T
l - 1

F

이 성립한다.

그러므로 T
l - 1

F 은 C '의 at tractor 이지만 T
l - 2

F 은 C '의 at tractor

가 아니므로 w 는 level l 에 배열된다.

(4) (3)에 의하여 상태 0은 C '에서 level l 에 있다.

T 0 ＝ T 0 F ＝ F 이므로 F는 level l - 1 에 배열된다. □

<정리 4 .4 > T 가 T PMACA C의 전이행렬 이고 C에 대응하는 여원을 갖는

CA를 C '라 하자. F를 C의 0 - 트리의 도달 불가능한 상태라 하자. 그러면 상

태 0은 C '의 상태전이 그래프에서 도달 불가능한 상태이다.

<증명> F를 C의 0 - 트리에서 level l의 상태라 하자. 그러면 <정리
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4.3> (4)에 의하여 F는 C '의 level l - 1에 배열되므로 T 0＝ T 0 F＝ F이다.

따라서 0은 level l에 놓이므로 상태 0은 도달 불가능한 상태이다. □

<정리 4 .5 [1] > n -셀 T PSACA의 depth는 n 이다.

<정리 4 .6 > C를 n -셀 T PSACA 라 하자. 그러면 C의 최소다항식은 다음과 같

다.

m (x )＝ x n

<증명> <정리 4.5>에 의하면 x n은 m (x )를 나누므로 m ( x )＝

x n (x + 1) k ( k는 정수) 이 성립 한다. 전이행렬 T의 특성다항식의 차수가

n 이므로 k＝0 이어야 한다. 따라서 m (x )＝ x n이다. □

<예 4 .1> 4개의 셀로 이루어진 CA에 적용된 rule 이 < 102, 102, 60, 60>이고

전이행렬 T 는 다음과 같다.

T ＝

1 1 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1

이때 최소다항식은 m (x )＝ x 2 (x + 1) 이다. <그림 4.1>은 이 T PMACA의 상

태전이 그래프와 여원벡터를 level 2에 있는 비 순환상태 F ＝ ( 1 0 1 0 ) T일

때 선형 T PMACA로부터 얻어지는 여원 CA의 상태전이 그래프이다. T F 는

C '에서 att ractor 이다 <보조정리 4.2> . 또한 C 에서 level 2에 있는 모든 상

태는 C '에서 2보다 작은 level에 배열되었고<정리 4.3의 (2)> , C에서 2보다
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작은 level에 있는 모든 상태는 C '에서 level 2에 배열되었으며 <정리 4.3의

(3)> , 상태 F는 C '에서 level 1에 배열되었다<정리 4.3의(4)> . 한편 C '에서 상

태2의 두 직전자 8 과 7의 합은 C의 상태 0의 0이 아닌 직전자인 15 이다<정

리 3.20> .

<그림 4.1 > 4-셀 T PMA CA C와 C '의 상태전이 그래프
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4 .2 여원벡터가 선형 T PM A CA의 0 -트리가 아닌 다른 트리의

비순환 상태인 여원 CA

이 절에서는 선형 T PMACA로부터 유도되는 여원 CA 중 특별히 여원벡터 F 가

0-트리를 제외한 임의의 트리의 비순환 상태인 경우에 대하여 살펴본다.

<보조정리 4 .7 > 여원벡터 F 가 T PMACA C의 α- t ree 의 level i 의 상태라

하고 β를 C의 attractor 라 하면 상태 (β T
i - 1

F )는 C에 대응하는 여원

CA C ' 의 순환상태가 되고 그 사이클의 길이는 2 이다.

<증명> S ＝β T
i - 1

F 라 하고, 위 보조정리를 증명하기 위하여

T S S 이고 T
2
S ＝ S 임을 보이면 된다.

T
i - 1

F = T
i - 1

F ( T i - 2 T i - 3 T I ) F

(4.1)= ( T i - 1 T i - 2 T I ) F

가정에 의하여 Tβ＝β , T
i - 1

F ＝2 이다.

ⅰ) T S ＝ T S F

＝ T (β T
i - 1

F ) F

＝ T｛β ( T i - 1 T i - 2 … T I ) F ｝ F

「식(4.1)에의하여」

＝ Tβ T iF ( T i - 1 T i - 2 … T I ) F

= β α T
i - 1

F (4.2)

β T
i - 1

F 「 ∵α 0 」
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ⅱ) T
2
S ＝ T ( T S ) F

＝ T ( β α T
i - 1

F ) F

＝ Tβ Tα T ( T
i - 1

F ) F

＝ β α T
i
F ( T i - 1 T i - 2 … T I ) F

＝ β α α T
i - 1

F

＝ β T
i - 1

F

＝ S □

<정리 4 .8 > 여원벡터 F가 C의 α( 0)-트리의 level i 의 상태이고 β를

attractor라 하면 상태 (β α T
i - 1

F )와 (β T
i - 1

F ) 는 C ' 에서

같은 사이클에 놓이고 이 사이클의 길이는 2 이다.

(여기서 C 와 C ' 은 < 보조정리 4.8>에서 정의된 것과 동일하다.)

<증명> 위 <보조정리 4.7>로 부터 β T
i - 1

F 는 C '에서 길이가 2 인

사이클에 놓인다. 이 사이클을 j 라 하자.

먼저 T (β α T
i - 1

F ) ＝ T (β α T
i - 1

F ) F

＝ T {β α ( T i - 1 T i - 2 … T I ) F } F

＝ Tβ Tα T
i
F ( T i - 1 T i - 2 … T I ) F

＝ β α α T
i - 1

F

＝ β T
i - 1

F

β α T
i - 1

F (4.3)

그리고

T
2

( β α T
i - 1

F )

- 37 -



＝ T { T (β α T
i - 1

F ) } F

＝ T (β T
i - 1

F ) F 「 식 (4.3) 에 의해 」

＝ β α T
i - 1

F 「 식 (4.2) 에 의해 」

그러므로 상태 (β α T
i - 1

F )는 사이클 j에 놓인 나머지 한 상태가

된다. □

<따름정리 4 .9 > 여원벡터 F 가 T PMACA C의 α-트리 의 level i 의 상태라

하고 β를 C의 attractor라 하면 C ' 의 길이가 2 인 사이클에 놓인 두 상태의

합은 항상 α 이다. ( 여기서 상태의 합은 bitw ise 연산이다. )

<보조정리 4 .10 > 여원벡터 F 가 T PMACA C의 α-트리의 level i 의 상태라

하고 β를 C의 attractor 라 하면 상태 T
i - 1

F 는 C '에서 길이가 2 인 사이클

에 놓인다.

<증명> S＝ T
i - 1

F 라 하고 이 보조정리를 증명하기 위해서 T S S

이고 T
2

S＝S 임을 보이자. 우선 식(4.1)에 의해 S ＝ ( T i - 1 T i - 2 …

T I ) F 이다. 또한 α는 attractor이므로 Tα＝α이고 F는 α-트리의 level

i 의 상태이므로 T iF ＝ α이다.

ⅰ) T S ＝ T S F

＝ T ( T i - 1 T i - 2 … T I ) F

＝ T
i
F ( T i - 1 T i - 2 … T I ) F

＝ α S

S (4.4)
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ⅱ) T
2

S ＝ T ( T S ) F

＝ T (α S ) F

＝ Tα T S F

＝ α α S ( Tα ＝α and T S ＝α S )

＝ S

그러므로 T S S이고 T
2
S＝ S이다.

<보조정리 4 .11> 여원벡터 F 가 T PMACA C의 α-트리의 level i 의 상태라

하고 β를 C의 attractor 라 하면α T
i - 1

F 는 C ' 에서 T
i - 1

F 와 같은

사이클에 놓인다.

<증명> S ＝α T
i - 1

F 라 하자.

S ＝α T
i - 1

F

＝ T iF ( T i - 1 T i - 2 … T I ) F

＝ T
i
F (4.5)

ⅰ) T S ＝ T S F

＝ T ( T i T i - 1 … T I ) F

＝ T i＋1F T iF ( T i - 1 … T I ) F

＝ T
i－1

F 「∵ T i＋1 F＝ T iF ＝α」

S

ⅱ) T
2
S ＝ T ( T S ) ＝ T ( T

i－1
F )＝ T

i
F ＝ S

「 식 (4.5) 에 의해 」 □
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다음 정리는 선형 T PMACA로 부터 유도되는 여원 CA 중 여원벡터 F가 0 이

아닌 α-트리의 level i 의 상태일 때 여원 CA의 상태 배열에 대한 정리이다.

<정리 4 .12 >

(1) 상태 x 가 C에서 α-트리의 level i＋j 에 놓여 있으면 C ' 에서는

T
i－1

F -트리의 level i＋j 상태가 된다. (단 j 는 홀수, i＋j depth )

(2) 상태 y 가 C에서 α-트리의 level i＋k 에 놓여 있으면 C ' 에서는

(α T
i - 1

F )-트리의 level i＋k 상태가 된다.

(단 k 는 홀수, i＋k depth )

<증명>

(1) F 가 C에서 α-트리의 level i 상태 이므로 T i＋j－1 F ＝ …＝ T iF＝α 이

다. 그리고 T i＋j x ＝ 0 이다. 따라서

T
i＋j

x ＝ T i＋j x ( T i＋j - 1 … T i T i－1 … T I ) F

＝ α T i＋j－1F … T iF ( T i－1 … T I ) F

＝ α α … α ( T i－1 … T I ) F

여기서 α의 수는 j＋1 개이고 j 가 홀수이므로 α의 수는 짝수개로 그 합이

0 이다. 그러므로 T
i＋j

x ＝ T
i - 1

F (순환상태) 그러나

T
i＋j－1

x ＝ T i＋j－1x ( T i＋j - 2 … T I ) F

＝ T i＋j－1x T i＋j－2 F … T iF ( T i－1 … I ) F

＝ T i＋j－1x α α … α ( T i－1 … I ) F

여기서 α의 수는 j－1 개로 짝수개이고 그 합이 0 이다.

그러므로 T
i＋j－1

x ＝ T i＋j－1x T
i - 1

F T
i - 1

F 또한 T i＋j－1x
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α 이므로 <보조정리 4.11>에 의하여 T i＋j－1x T
i - 1

F 는 순환상태가

아니다. 그러므로 x는 C '에서 T
i - 1

F -트리의 level ( i＋j ) 에 놓인다.

(2) T i＋j F ＝ … ＝ T iF ＝α 그리고 T i＋j y ＝ α

T
i＋j

y ＝ T i＋j y ( T i＋j - 1 … T I ) F

＝ α T i＋j - 1 F … T iF ( T i－1 … I ) F

＝ α α … α T
i - 1

F

여기서 α의 수는 j＋1 개로 j 가 짝수이므로 j＋1 은 홀수이다.

T
i＋j

y ＝ α T
i - 1

F ( 순환상태)

그러나 T
i＋j－1

y ＝ T i＋j－1y ( T i＋j - 2 … I ) F

＝ T i＋j－1y α …α ( T i - 1 … I ) F

α의 수는 j－1 개로 홀수이다.

그러므로 T
i＋j－1

y ＝ T i＋j－1y α T
i - 1

F

T i＋j－1y 0 이고 T i＋j－1y α 이므로 y 는 C ' 에서 (α＋ T
i - 1

F )-트

리의 level ( i＋j ) 상태에 놓인다. □

이제 앞선 정리를 좀더 확장하여 F가 선형 T PMACA의 α-트리의 level i

의 상태일 때 선형 T PMACA에 있는 상태들이 이에 대응하는 여원 CA에 어떻

게 배열되는지 알 수 있다.
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<정리 4 .13 > (1) x가 C에서 β( α)-트리의 level ( i＋j )상태이면 C '에서(β

α T
i - 1

F )- 트리의 ( i＋j ) 상태에 놓인다. ( 단 j 는 홀수, i＋j

depth )

(2) y가 C에서 β( α)-트리의 level ( i＋j ) 상태이면 C '에서 (β T
i - 1

F

)- 트리의 ( i＋j ) 상태에 놓인다. ( 단 j 는 짝수, i＋j depth )

(3) w 가 C에서 β-트리의 level i 보다 낮은 level에 있는 상태이면 C ' 에서

(β T
i - 1

F )-트리의 level i 상태가 된다.

(4) C에서 level i에 있는 상태들은 C '에서 level ( i－1) 이하의 상태가 된다.

<증명> F가 선형 T PMACA C의 α-트리의 level i 의 상태이므로

T i＋j－1 F ＝ … ＝ T iF ＝α 이다.

(1) 가정에 의하여 T i＋j x ＝β 이다.

T
i＋j

x ＝ T i＋j x ( T i＋j - 1 … T i … I ) F

＝ T i＋j x T i＋j - 1 F … T iF ( T i - 1 … I ) F

＝ β α … α T
i - 1

F

(여기에서 α의 수는 j 개로 홀수이다.)

그러므로 T
i＋j

x ＝ β α T
i - 1

F (순환상태)

그러나 T
i＋j－1

x ＝ T i＋j－1x ( T i＋j - 2 … I ) F

＝ T i＋j－1x T i＋j－2 F … T iF ( T i - 1 … I ) F

＝ T i＋j－1x α α … T
i - 1

F

(여기에서 α의 수는 j－1 개로 짝수이다.)

그러므로 T
i＋j－1

x ＝ T i＋j－1x T
i - 1

F

T i＋j－1x 는 C 에서 β의 β가 아닌 직전자 이므로 T i＋j－1x 는 0 도 α도 아
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니다. 그러므로 T
i＋j－1

x는 순환상태가 아니다. 그러므로 x 는 C ' 에서 (β

α T
i - 1

F )-트리의 level ( i＋j )의 상태가 된다.

(2) T
i＋j

y ＝ T i＋j y ( T i＋j - 1 … T i … I ) F

＝β α … α ( T i - 1 … I ) F

(여기에서 α의 수는 j 개로 짝수개이다.)

그러므로 T
i＋j

y ＝ β T
i - 1

F (순환상태)

그러나 T
i＋j－1

y ＝ T i＋j－1y ( T i＋j - 2 … I ) F

＝ T i＋j－1y α … α ( T i - 1 … I ) F

＝ T i＋j－1y α T
i - 1

F (∵α의 수가 j－1 개로 홀수)

그러므로 T
i＋j－1

y 는 T i＋j－1y 가 α도 β도 아니므로 비순환 상태가 된다.

따라서 y 는 C ' 에서 (β T
i - 1

F )-트리의 level ( i＋j )의 상태에 놓인다.

(3) w가 C에서 β-트리의 level j ( ＜ i )에 있는 상태라 하자.

그러면 T j w ＝ T j＋1 w ＝… ＝ T i w ＝β 이다.

T
i
w ＝ T i w ( T i - 1 … I ) F

＝β T
i - 1

F ( 순환상태 )

그러나 T
i－1

w ＝ T i－1 w ( T i - 2 … I ) F

＝ β T
i - 2

F 이므로 T
i－1

w 는 비순환 상태이다.

그러므로 w 는 C '에서 (β T
i - 1

F )-트리의 level i 에 정확히 놓인다.
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(4) z를 선형 T PMACA C에서 β-트리의 level i 의 상태라 하면 T i－1F 는

C에서 α-트리의 level 1 상태이고 T i－z F는 C에서 β-트리의 level 1 상태이다.

<보조정리 3.12>에 의하여 T i－1 F T i－1 z＝α β이고 T i－1 z ＝α β

T i－1 F 이다.

T
i－1

z ＝ T i－1 z ( T i - 2 … I ) F

＝ α β T i－1 F ( T i - 2 … I ) F

＝ α β ( T i - 1 … I ) F

＝ α β T
i - 1

F (순환상태)

그러므로 z는 C '에서 level i－1 이하에 놓인다. □

<예 4 .2 > 5개의 셀로 이루어진 CA에 적용된 rule 이 < 102, 102, 60, 240, 60>이

고 전이행렬 T 는 다음과 같다.

T ＝

1 1 1 0 0
0 1 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1

이때 최소다항식은 m (x )＝ x 3 (x + 1) 이다.

<그림 4.2>은 이 T PMACA의 상태전이 그래프이다.
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<그림 4.2> 5-셀 T PMA CA C의 상태전이 그래프

<그림4.2>은 여원벡터 F를 2-트리의 level 2에 있는 비 순환상태 31=

( 1 1 1 1 1 ) T로 두었을 때 선형 T PMACA Ç로부터 얻어지는 여원 CA C' 의

상태전이 그래프이다. C에서 0-트리와 1-트리가 서로 결합하고 나머지 16-트리

와 17-트리가 결합한다. C에서 level 2보다 상위 level에 있는 상태(10, 9, 20, 23

등)들은 level이 그대로 유지되고, level 0과 level 1에 놓여 있는 상태들은 C' 에
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서 level 2에 놓이고 C에서 level 2의 상태는 C'에서 level 2보다 낮은 level에

놓인다<정리 4.3> . C' 에서 한 사이클에 놓여 있는 상태들의 합은(29 28, 12

13)은 여원벡터가 있던 트리의 at tractor 상태 1과 같다<정리 4.8> .

626 25 4 7

1718 16

14

1312

19

15

27 24 5

10 9 20 23 11 8 21 22

12 0

30

3

31

28 29

<그림 4.3> 선형 T PMA CA로부터 얻어지는 여원 CA C ' (여원벡터 : 31)

- 46 -



4 .3 여원벡터가 선형 T PM A CA의 0 이 아닌 at trac tor 인 여원

CA

이 절에서는 여원벡터의 위치에 따라 분류된 여원 CA 가운데 마지막인 여원 벡터

가

선형 T PMACA의 0 이 아닌 att ractor인 경우에 대하여 분석한다.

<보조정리 4 .14 > 여원벡터 F가 선형 T PMACA C의 0이 아닌 att ractor라 하면

상태 0은 C에 대응하는 여원 CA C ' 에서 순환상태이다. 또한 그 사이클의 길

이는 2 가 된다.

<증명> F 가 C 에서 att ractor 이기 때문에 TF＝F 이다.

T·0 ＝ T·0 F

＝ 0 F

0

그러나 T
2
·0 ＝ T 2·0 ( T I )F

＝ 0 TF F

＝ 0 F F

＝ 0

그러므로 상태 0은 여원 CA C '의순환상태 이고 그 사이클의 길이는 2 이다.

□

<보조정리 4 .15 > 여원벡터 F가 선형 T PMACA C 에서 0이 아닌 attractor α

라 하면 α는 C에 대응하는 여원 CA C ' 에서 상태 0을 포함하는 길이가 2

인 사이클에 놓이게 된다.
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<증명> 가정에 의하여 F＝α이다.

Tα ＝ Tα F

＝ Tα α 「 F ＝α」

＝ α α 「 Tα＝α ∵ α는 C 에서 attractor 」

＝ 0

T
2
α ＝ T 2α ( T I )F

＝ α ( T I )α

＝ α Tα α

＝ α

따라서 α는 C ' 에서 상태 0을 포함하는 사이클의 순환상태이다. □

<정리 4 .16 [9] > 여원벡터 F가 선형 T PMACA C 에서 0이 아닌 attractor α

라 하고 β를 또 다른 attractor 라 하면

(1) β α 또한 C의 attractor 이다.

(2) β와 β α는 C에 대응하는 여원 CA C '에서 길이가 2 인 같은 사이클

에 놓이게 된다.

<정리 4 .17 [9] > 여원벡터 F가 선형 T PMACA C 에서 0 이 아닌 att ractorα

라 하고 x가 β-트리의 level 2m인 상태라면 x는 C '에서도 β-트리의 level

2m에 놓인다.
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<정리 4 .18 [9] > 여원벡터 F가 선형 T PMACA C 에서 0 이 아닌 att ractorα

라 하고 y가 β-트리의 level ( 2m－1)인 상태라면 y는 C에 대응하는 C '의

(β α)-트리에서 level 이 (2m－1)로 재배열되어진다. x가 β-트리의 level

2m인 상태라면 x는 C '에서도 β-트리의 level 2m에 놓인다.

<예 4 .3 > <예 4.2>의 선형 T PMACA C에서 0이 아닌 attractor들 중 1을 여원

벡터로 하여 얻어지는 여원 CA C '의 상태전이 그래프는 <그림 4.4>와 같다.

C '에서 여원 벡터인 상태 1을 root로 하는 1-트리와 0-트리가 결합하고 나머지

트리들도 attractor의 합이 1이 되는 것끼리 결합한다<정리 4.16> . 또한 각 트리

의 비순환 상태들의 level은 C와 C '을 비교할 때 같음을 볼 수 있다. 그러나 0-

트리의 홀수 level인 level 1의 상태 3과 level 3의 상태인 10, 9, 20, 23은 C '에서

결합된 상대트린인 1-트리의 level 1과 level 3에 배열된다<정리 4.18> .
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<그림 4.4> 선형 T PMA CA로부터 얻어지는 여원 CA C ' (여원벡터 : 1)
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5 . 결론

CA는 LF SR과 비교하여 랜덤성이 우수하다는 것이 알려지면서 최근

LF SR의 대안으로 의사 랜덤 패턴 생성기 , 해쉬 함수 , 스트림 암호 알고

리즘 등의 고속화 응용에 많이 활용되고 있다 . 그러나 CA를이용하여 암

호 알고리즘이나 해쉬함수를 생성함에 앞서 CA에 대한 안전성 분석 및

CA의 행동분석이 먼저 이루어져야 할 것이다 . 하지만 이에 대한 연구가

미비하여 CA를 암호학적 응용에 활용하기 위해서는 다소 어려움이 뒤

따른다 . 무엇보다 CA를 암호학 응용에 적용하기 위해서는 주어진 CA의

상태전이 행동분석이 이루어져야 할 것이며 이는 우선적으로 CA의 상태

전이 그래프를 구성함으로써 수행될 수 있다 . 본 논문은 선형 T P M A CA

로 부터 얻어지는 여원 CA의 상태전이 그래프에서의 상태들의 배열을 정

확히 얻을 수 있음을 보였다 .
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