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CharacterizationofaclassoftheComplementedCA
derivedfrom LinearUniform GroupCA

Kyung-JaKim

DepartmentofAppliedMathematics,GraduateSchool.
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AAAbbbssstttrrraaacccttt

Inthispaper,weanalyzeseveralcomplementedCellularAutomata(CA)derivedfrom a
linearuniform groupCA withrule60or102accordingtothecomplementvector.These
CA rulesreferredtoasfunctionsdeterminingthestatetransitionoftheCA dividethe
entirestatespaceintosmallercyclesofequalmaximum lengths.Weanalyzecycle
propertiesoftheseCA.AlsoweextendandgeneralizetheresultsofMukhopadhyayet
al.
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1.1.1.1.서론서론서론서론

셀룰라 오토마타(CellularAutomata,이하 CA)는 VonNeumann과 Ulam
에 의해서 스스로 조직화하고 재생산할 수 있는 모델로 처음 소개되었다
([1]).Wolfram([2])은 각 셀이 0과 1,두 상태를 가지고 다음 상태가 자기 자
신과 인접한 두 이웃에 의해 갱신되는 3-이웃(3-neighbourhood)CA를 제안
하였다.Das등([3]～[5])은 행렬을 이용하여 CA를 분석하는 방법을 도입하
였다.CA는 테스트 패턴 생성,의사난수생성기,오류정정부호기,암호,시그
니처 분석 등 많은 분야에 응용되었다([6]～[9]).Cho등([10]～[13])은 해쉬
함수,데이터 저장,암호 등에 CA를 적용한 연구를 하였다.
그룹 CA의 상태전이행렬은 정칙행렬이고,상태전이그래프는 사이클들로 이
루어져 있다.그룹 CA를 이용하면 아주 긴 주기의 의사난수를 생성할 수 있
다.최대 길이를 갖지 않는 그룹 CA의 상태들은 여러 사이클들로 이루어져
있는데,Das([3])는 선형 그룹 CA 의 전이규칙 의 주기가 이면 로부
터 유도된 전이규칙 의 주기가  또는 일 것이라고 예측했다.
무선 통신의 출현과 PDA,스마트카드와 같은 휴대용 장치의 발전으로 인해 이에
대한 보안과 개인 정보보호에 대한 필요성이 대두되면서 암･복호화를 공유할 수 있
는 하드웨어 구현이 주목을 받고 있다.CA는 전용 하드웨어를 사용하지 않고 실행
가능하도록 프로그램화 될 수 있어 여기에 이용할 수 있다.Mukhopadhyay등([7])
은 전이규칙 102에서 셀 상태가 모두 1인 여원벡터에 의해 유도된 여원 uniform
groupCA를 분석하고,이러한 성질을 이용하여 키 공유 프로토콜에 적용하였다.
본 논문에서는 이러한 키 공유 프로토콜에 적용 가능한 특별한 전이규칙을 갖는
선형 uniformgroupCA(이하 LUGCA)와 각각에 대응하는 여원벡터에 의해 유도된
여원 CA를 분석했다.또한 Das의 예측이 참임을 밝혔다.그리고 전이규칙 60또는
102를 갖는 LUGCA로부터 유도된 여원 CA의 상태전이 연산자의 주기를 구체적으
로 밝혔다.또한 Mukhopadhyay등([7])의 결과를 일반화한 연구를 하였다.
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2. 2. 2. 2. 정의 정의 정의 정의 및 및 및 및 기초이론기초이론기초이론기초이론

2.1. 2.1. 2.1. 2.1. CACACACA의 의 의 의 정의 정의 정의 정의 

셀룰라 오토마타(CellularAutomata,이하 CA)는 Von Neumann과
Ulam에 의해 스스로 조직화하고 재생산할 수 있는 모델로 소개되었
다.
CA란 동역학계(dynamicalsystem)를 해석하는 한 방법으로 공간과
시간을 이산적으로 다루고,이산적인 공간을 셀룰라 공간(cellular
space)의 기본 단위인 각 셀이 취할 수 있는 상태를 유한하게 처리하
며,각 셀들의 상태가 국소적인 상호작용에 의해서 동시에 갱신되는
시스템이다.CA는 그 후 Wolfram에 의하여 처음으로 암호학에 도입
되었다.이후 Das등에 의해서 행렬 대수학으로 분석이 이루어졌으며
Chaudhuri,Nandi등이 많은 분야에 CA를 폭넓게 활용하였다.오류
검출 및 정정 부호는 메모리 시스템 설계,디지털 데이터 통신 등에
널리 적용된다.
가장 간단한 구조를 가지는 1차원 CA에서는 모든 셀들이 선형으로
배열되어 있고 국소적 상호 작용이 세 개의 셀,즉 자기 자신과 인접
한 두 셀에 의해 이루어지는 3-이웃(3- neighbourhood)CA이다.
CA를 설명하기 위해서는 다음 기호들이 사용된다.

      

i 일차원으로 배열되어 있는 각 셀들의 위치
t 시간단계

qi(t) 시간 t에서 i번째 셀의 상태
qi(t+1) 시간 t+1에서 i번째 셀의 상태

                    

                     <표 2.1>CA의 기호
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2.2. 2.2. 2.2. 2.2. CA CA CA CA RuleRuleRuleRule

3-이웃 CA의 다음 상태전이 함수(state-transitionfunction)는 다음과
같다.

                    (16.1) 

여기서 3-이웃 다음상태전이 함수에서 f는 결합논리를 가지는 국소
전이 함수이다.f는 3개의 변수를 가지는 Boolean함수이며 따라서

223(256)개의 상태전이 함수로 되어있고,이것을 CA Rule이라 한다.
예를 들어 rule60은 왼쪽 셀과 자기 자신에 영향을 받고,rule102는
자기 자신과 오른쪽 셀에 영향을 받아 다음상태가 만들어진다.<그림
2.1>은 rule102선형 셀 구조이다.

         

<그림 2.1>Rule102의 선형Cell구조

 3-이웃 CA에서 rule 60과 rule 102의 상태배열의 예를 살펴보면 다

음과 같다.

qi-1(t) qi(t) qi+1(t)

시간 시간 시간 시간 t+ 1::::

시간 시간 시간 시간 t::::

qi(t+1)
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이웃상태 (1,1,1) (1,1,0) (1,0,1) (1,0,0) (0,1,1) (0,1,0) (0,0,1) (0,0,0) rule

다음상태 0 1 1 0 0 1 1 0
rule 

60

다음상태 0 1 1 0 0 1 1 0
rule 

102

 

   <표2.1>은 CA Rule 이다.

 

 

2.3. 2.3. 2.3. 2.3. CACACACA의 의 의 의 분류분류분류분류

  1차원 CA는 셀들에 적용되는 rule의 논리의 종류에 따라 linear CA,
additiveCA,nonadditiveCA로 분류된다.

Linear Rule Complemented Rule

rule qi(t+1) rlue qi(t+1)

60 qi-1(t)⊕ qi(t) 195 qi-1(t)⊕ qi(t)

90 qi-1(t)⊕ qi+1(t) 165 qi-1(t)⊕ qi+1(t)

102 qi(t)⊕ qi+1(t) 153 qi(t)⊕ qi+1(t)

150 qi-1(t)⊕ qi(t)⊕ qi+1(t) 105 qi-1(t)⊕ qi(t)⊕ qi+1(t)

170 qi+1(t) 85 qi+1(t)

204 qi(t) 51 qi(t)

240 qi-1(t) 15 qi-1(t)

<표2.1>AdditiveCARules
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<<<정정정의의의 222...111>>>모든 셀들의 rule이 XOR논리로만 이루어진 CA를 linearCA,
XOR과 XNOR의 조합으로 이루어진 CA를 additiveCA,AND-OR논리로 이
루어진 CA를 nonadditiveCA라 한다.

모든 같은 rule이 적용되었으나 여부에 따라 uniform CA,hybridCA로 분
류된다.

<<<정정정의의의 222...222>>>모든 CA의 셀들이 같은 rule을 따르는 CA를 uniform CA,같은
rule을 따르지 않는 CA를 hybridCA라 한다.

셀들이 rule에 의해 변화되는 상태에 따라 groupCA,nongroupCA로 분류
된다.

<<<정정정의의의 222...333>>> 가 CA에 대한 상태전이행렬 일 때, 인 CA를 그룹
CA(groupCA)라고 한다.

그룹 CA의 상태전이그래프는 사이클들로 이루어진다.

<<<보보보조조조정정정리리리 222...222>>>상태전이행렬 를 갖는 CA로부터 여원벡터 에 의해 유도된 CA
의 연산자를 라 하면,의 번째 다음 상태는








⊕  ⊕⋯⊕

⊕⊕ 

이다.

CA에서 가장 왼쪽과 가장 오른쪽 셀은 2개의 이웃만을 가지므로 이들의
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세 번째 이웃을 결정해 주는 일은 매우 중요하며 이들 세 번째 이웃을 결정
해 주는 것을 CA의 경계조건이라 한다.일반적으로 CA를 경계조건에 따라
다음 세 가지로 분류한다.

<<<정정정의의의 222...444>>>가장 왼쪽과 가장 오른 쪽의 셀들이 0상태에 연결되어 있는 경우
를 NBCA(Nullboundary CA),양 끝의 셀들이 연결되어 있는 경우를
PBCA(PeriodicboundaryCA),가장 왼쪽(오른 쪽)셀의 다음 상태가 그 자신
과 그것의 오른 쪽(왼쪽)이웃,두 번째 오른 쪽(왼쪽)이웃의 상태에 의존하
는 경우를 IBCA(IntermediateboundaryCA)라 한다.

<그림 2.2>는 CA의 경계조건을 나타낸 것이다.
         

   0 0

(1)1-DNBCA

      

        

(2)1-DPBCA

               

          

                            (3)1-DIBCA
   

                    <그림 2.2>1-DCA의 경계조건
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2.4. 2.4. 2.4. 2.4. CACACACA의 의 의 의 전이행렬과 전이행렬과 전이행렬과 전이행렬과 특성다항식특성다항식특성다항식특성다항식

 

 n개의 셀을 가지는 1-D CA에서는 현재 상태를 다음 상태로 전이시키는
작용소를 n×n행렬로 나타낼 수 있는데 이것을 CA의 전이행렬이라 한다.
전이 행렬 T에서 i번째 행은 i번째 셀에 적용되는 rule이며 그 셀의 다음
상태가 현재 상태에 의존하면 1,그렇지 않으면 0으로 쓴다.
ft(x)가 시간 t에서 CA의 상태를 나타내면 시간 t+1에서의 상태는 다음
과 같다.

  ⋅  (2.2)

<<<예예예 222...444...111>>>4-셀의 1차원 PBCA의 rule이 <102,102,102,150>이라면 전이
행렬은 다음과 같다.













   
   
   
   

그리고 이 CA의 현재 상태가       이면 다음상태는 다음과 같
다.

  ⋅ 











   
   
   
   

⋅





























CA의 전이행렬이 T일 때, T의 특성다항식(CharacteristicPolynomial)
Δ(x)은 다음과 같다.여기서 I는 차 단위행렬이다.
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   (2.3) 

<<<예예예 222...444...222>>>위의    <<<<예 2.4.1>에서 사용한 T  행렬에 대한 특성다항식

을 구해보자.

   

        
   
   
   
   

   
  
  
  

   
  
  
  

    

                                                               

 

CA의 전이행렬 T가 | |T = 1이면 그 CA는 groupCA이다.즉 임의
의 상태에 대하여 이전 상태를 알 수 있다.groupCA는 최대길이를 갖는 CA
와 최대길이를 갖지 않는 CA로 구별할 수 있다.

n개의 셀로 이루어진 CA에서 모든 셀의 상태가 0인 경우를 제외한

2n- 1개의 상태가 하나의 사이클 안에 있을 때 최대 길이를 가진다
고 한다.
아래 그림은 rule<90,150,90,150>인 4개의 cell로 구성된 최대길이
를 가지는 NBCA이다.
<그림 2.3>은 최대길이를 갖는 groupCA의 상태 전이 그래프이다.
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0

3 6 11 2 135 9

1

10 12 15 14 84 7

              

 <그림 2.3>최대 길이를 갖는 GroupCA

 

<그림 2.4>는 최대길이를 가지지 않는 선형 CA로써 rule<102,102,
102,150>을 갖는 PBCA의 상태 전이 그래프이다.

     

3 6

1113
5

1

12

15

4

0

2

9

10

14

8

7

         

            <그림 2.4>최대 길이를 갖지 않는 GroupCA

그림에서 알 수 있듯이 0을 제외한 다른 상태들이 몇 개의 서로 다
른 사이클로 분리되어 있다.이 사이클 길이의 최소공배수가 이 CA의
주기가 된다.즉,rule이 <102,102,102,150>인 PBCA는 0을 제외한
각 사이클의 길이가 3과 6이다.따라서 이 CA의 주기는 6이 된다.
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CA의 전이행렬 T가     이면 그 CA는 nongroup CA이다.
nongroupCA는 전이행렬에 대한 역행렬이 존재하지 않으므로 임의의
상태에 대하여 이전 상태를 명확하게 알 수 없다.
아래 그림은 rule<102,102,60,60>을 갖는 NBCA의 상태 전이 그

래프이다.이 CA의 전이행렬 











   
   
   
   

의 행렬식 값    이므로

nongroupCA이다.아래 그림은 이 CA의 상태 전이 그래프이다.

    

5

15

0

10 12

6

9

34

14

1

11

7

8

213

<그림 2.5>NongroupCA
           

2.5. 2.5. 2.5. 2.5. 상태 상태 상태 상태 전이 전이 전이 전이 행동의 행동의 행동의 행동의 특성화와 특성화와 특성화와 특성화와 CACACACA의 의 의 의 그룹성질그룹성질그룹성질그룹성질

ft(x)가 i번째 시간에서의 셀의 상태를 나타낸다면 다음 순간에서의 상
태는 상태 전이 방정식에 의해서 다음과 같이 나타내어질 수 있다.

  ⋅ 
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  ⋅  


⋅ 

같은 방법으로 m번째 후에는
  

⋅  (2.4)

와 같이 나타낼 수 있다.

XNOR논리를 가지는 여원 CA(Complemented CA)를 편리하게 행렬로써
나타내는 방법을 알아보자.
rule105는 rule150의 additivecomplement이다.그러나 XNOR함수는 곱셈

의 표기법으로 나타낼 수 없으므로,그것을 T로 나타내기로 한다면 여원
CA 는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  
⋅ ⊕⋅  (2.5)

여기서 F(x)는 차원 벡터이고(n은 셀의 개수),그것의 원소는 XNOR논
리가 XOR논리로 바뀌면 1,그렇지 않으면 0으로 표시한다.따라서 F(x)는
0이 아닌 원소를 반드시 가진다.

<<<예예예 222...555...111>>>Additivecomplementedrule105를 가지는 4-셀의 NBCA 의
상태전이행렬은 다음과 같이 쓸 수 있다.

⋅    
















⊕











   
   
   
   

⋅ 

여기서 T는 rule150에 대응하는 상태전이행렬이다.
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<<<예예예 222...555...222>>>Rule<204,60,153,153>을 가지는 4-셀의 NBCA의 상태전이행
렬은 다음과 같다.

⋅    














⊕











   
   
   
   

⋅ 

여기서 T는 rule<204,60,102,102>에 대응하는 상태전이행렬이다.

상태 전이행렬 T 를 가지는 CA가 cyclicgroup을 이룬다면

  
⋅    (2.6)

인 자연수 m이 존재한다.
그런 성질을 가지는 CA를 특별히 groupCA라 한다.


  (2.7)

(  :단위행렬)

<<<정정정리리리 222...555...333>>> T 가 CA의 전이행렬일 때,이 CA가 groupCA이기 위한
필요충분조건은 이다.

(증명)(⇒)
  인 이 존재하고

      

이므로, |T|=1이다.
(⇐)T의 멱승에 의해 생성된 commutativesubgroup을 고려해 보자.
이 멱 그룹은 I를 가진 cyclicsubgroup을 형성하고 또한 이 그룹은

가환이다.이 그룹의 order는 × T 에 대해서 m≤ 2n이다.왜냐하면
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T는 어떤 n-bit벡터를 다른 n-bit벡터로 변환시키는 변환 행렬이고
그러한 벡터는 기껏해야 개이기 때문이다. □

<<<보보보조조조정정정리리리 222...555...444>>> 가 T를 p번 적용한 것이라 한다면




 ⊕⊕
⊕⋯⊕

  ⊕
⋅           (2.8)

로 나타낼 수 있고 T는 여원이 아닌 CA에 대응되는 행렬이다.

(증명)수학적 귀납법을 이용해서 증명하자.
1)p=1일 때 (2.5)에 의해서

⋅⊕⋅

2)p=k일 때



 ⊕⊕
⊕⋯⊕

  ⊕
⋅라고 가정하자.

그러면,p=k+1일 때 다음이 성립한다.




 ⊕⊕

⊕⋯⊕
 ⊕

⋅

⊕⊕
⊕⋯⊕

⊕
⋅⋅

⊕⊕⊕
⊕⋯⊕

  ⋅⊕
⋅⋅

⊕ ⊕⊕
⊕⋯⊕

  ⊕
⋅

□

<<<보보보조조조정정정리리리 222...555...555>>> R 이 groupCA의 rule이면 여원 R도 또한 groupCA의
rule이다.
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(증명)Rule R 을 가진 CA가 T 에 의해 특성화된다면 여원인 rule R를
가진 CA는 T 에 의해 특성화되고 <보조정리 2.5.4>에 의해




⋅  ⊕⊕
⊕⋯⊕

  ⊕
⋅

로 쓸 수 있다.

R이 grouprule이므로 T m=I인 자연수 m이 존재한다.

T도 groupCA를 형성한다는 것을 보이기 위해서는

⊕⊕
⊕⋯⊕

  

이고, T r=I 인 자연수 r이 존재한다는 것을 보인다.

r=2m이면,

1) ⊕⊕
⊕⋯⊕

⊕
⊕

⊕⋯⊕
 

  ⊕⊕
⊕⋯⊕

 ⊕⊕⊕
⊕⋯⊕

 



2)T m=I이고, T 2m= [T m]2=I이다.따라서

r=2m이면 ⊕⊕
⊕⋯⊕

   이고,T r=I이다. □

ruleR에 의해 생성된 order는 m이 ruleR에 대응하는 그룹의 order일 때

2m을 넘지 못한다.또한 그러한 그룹의 order는 2m 또는m이거나 그것의
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약수이다.

<<<정정정의의의 222...555...666>>>Uniform groupCA에 적용된 rule을 grouprule이라 한다.

<<<정정정의의의 222...555...777>>>R 1과 R 2가 두 개의 grouprule이라 하면 <R 1,R 2>는
CA의 길이 위에서 공간적인 permutation을 가지는 CA를 나타낸다.

<<<보보보조조조정정정리리리 222...555...888>>> R이 grouprule이면 <R,R>은 groupCA이다.

(증명)<R,R>가 길이 n위에서 R과 R의 어떤 permutation으로써 n-
셀의 hybridCA라 하자.어떤 특별한 permutation   는 일반적으
로 다음과 같은 형태로 나타낼 수 있다.


⋅  ⊕⊕

⊕⋯⊕
   ⊕

⋅

여기서 T는 모든 셀에 uniform하게 적용되는 R에 대응하는 특성행렬이며

F(x)는 0아닌 원소를 반드시 가진다.R이 grouprule이므로 T m=I인
자연수 m이 존재하며 ⊕⊕

⊕⋯⊕
  이고,T r=I인 또 다른

자연수 r이 존재한다. □

<<<정정정리리리 222...555...999>>>GroupCA가 0이 아닌 상태로 시작하면서 길이가 p또는 p
의 인수인 cycle을 가지는 필요충분조건은  ⊕ 이다.

(증명)(⇒)상태 f(x)에 대해서 길이가 p인 cycle이 존재한다면
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
 

⇒ ⊕  

⇒  ⊕ 

(⇐) ⊕  이면  ⊕ 인 영 아닌 상태 f(x)가 적어도

한 개 존재하므로 T pf(x)=f(x)이다. □

<<<정정정리리리 222...555...111000>>> T에 의해 특성화된 그룹CA의 order가 소수가 아니면
사이클의 길이는 그것의 인수들뿐이다.

(증명)그룹CA의 order를 m이라 하고,p가 m을 나누지 않는 사이클
길이,즉,m=p×q+r (q,r은정수이고,0<r<p)라고 가정하자.

길이가 p인 싸이클이 존재하므로 즉,T p=I 이므로 가장 작은 정수 p에
대해서 T pf(x)=f(x)인 영 아닌 상태 f(x)가 있다.그러면

              




⋅



⋅

   


⋅

 


⋅

   


⋅

 

⋮


⋅



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다시 말해서, T m⋅f(x)= T r⋅f(x)이다.
가정에서 p는 가장 작은 정수이고  이므로,그러한 r은 존재할 수
없다.따라서 p는 m의 약수이어야 한다. □
          

     3. 3. 3. 3. LUGCALUGCALUGCALUGCA로부터 로부터 로부터 로부터 유도되는 유도되는 유도되는 유도되는 여원 여원 여원 여원 CACACACA의 의 의 의 분석 분석 분석 분석 

이번 장에서는 전이규칙 60또는 102를 갖는 LUGCA로부터 유도되는 여원
CA를 분석한다.

<<<보보보조조조정정정리리리 333...111>>> 를 전이규칙 60또는 102를 갖는 -셀 LUGCA라 하면,
의 상태전이행렬  의 최소다항식 이다.

(((증증증명명명))) 를 전이규칙 60을 갖는 -셀 LUGCA라 하면 이고

⊕    이다. 여기서  



       
  이다. 따라서

  이다.전이규칙 102를 갖는 -셀 LUGCA에 대한 증명도 전이규칙
60의 경우와 유사하다.

<<<보보보조조조정정정리리리 333...222>>> 를 전이규칙 60또는 102를 갖는 -셀 LUGCA라 하고
를 의 상태전이행렬이라 하자.그러면  의 주기 는
  ⋯이다.여기서   ≤ 이다.

<<<보보보조조조정정정리리리 333...333>>> 를 전이규칙 60또는 102를 갖는 -셀 LUGCA라 하고

   

⊕   
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를 의 상태전이행렬이라 할 때 여원벡터 가  ⋯ 이면
⊕≠이다.여기서 ≤≤이다.

(((증증증명명명)))⊕  
  임을 보이면 된다.를 전이규칙 60을 갖는 -셀

LUGCA라 하면 보조정리 3.1의 증명에 의하여 ⊕   이다.여기서

         
이다.따라서 ⊕  

 ⋯   이므로

⊕  
 이다.전이규칙 102를 갖는 -셀 LUGCA에 대한 증명도

전이규칙 60의 경우와 유사하다. □

<보조정리 3.4>를 상태전이행렬 를 갖는 선형 그룹 CA라고 하자.여원
벡터가 ≠이고 이면   또는   이다.

(((증증증명명명)))이므로,
 이다.그러므로






⊕  ⊕⋯⊕

⊕
⊕⋯⊕⊕ 



⊕ ⊕⋯⊕⊕ ⊕⊕⋯⊕⊕ 



⊕⊕⋯⊕⊕ ⊕⊕⋯⊕⊕ 

⊕이다.즉, 는 의 약수이다.
  라 두면,모든 상태 에 대하여
  



⊕  ⊕⋯⊕⊕ 이다.

그러므로 모든 상태 에 대하여 

이고,  ⊕⋯⊕⊕ 

이다.이고 

이므로 또는  이다. □

다음 정리는 정리 4([7])의 확장이다.
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<<<정정정리리리 333...555>>> 를 전이규칙 60(또는 102)를 -셀 LUGCA라 하고  를 의
상태전이행렬이라 하자. ′을 로부터 유도된 전이규칙 195(또는 153)을 갖
는 -셀 uniform groupCA(이하 UGCA)라 하고 이라 하자.그러
면 다음이 성립한다.

    
∈ 

 

⊕  
⊕

⊕⋯⊕≠

(((증증증명명명))) i)   
인 경우 :<보조정리 3.2>에 의하여      이

다.   이므로 ⊕   ⊕


 
⊕ 이고

⊕  
⊕

⊕⋯⊕≠이다.그러므로 <보조정리 3.3>에 의해
서 다음과 같다.



  


 ⊕ ⊕ ⋯ ⊕   

  ⊕ ⊕ ⋯ ⊕   

  ⊕ ⊕  
≠

따라서,<보조정리 3.4>에 의하여       이다.
ii)     인 경우 : <보조정리 3.2>에 의해서,
     이므로   이다.따라서 는 를 나눈
다.보조정리 3.1에 의해서  이므로
⊕  ⊕  ⋯  ⊕  이다.그러므로
⊕ 

⊕


⊕ ⋯ ⊕  이고,따라서 다음이 성립한다.



  


 ⊕ ⊕ ⋯ ⊕   

  ⊕ ⊕ ⋯ ⊕     

그러므로      이다

□
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[[[참참참고고고]]]<정리 3.5>는 전이규칙 60또는 102를 갖는 LUGCA에 대하여 Das의
예측(conjecture)[3]이 참임을 보여준다.

<보조정리 3.2>와 <정리 3.5>로부터 다음 정리를 얻는다.

<<<정정정리리리 333...666>>> 를 전이규칙 60(또는 102)를 갖는 -셀 LUGCA라 하고,를
의 상태전이행렬이라 하자. ′을 로부터 유도된 전이규칙 195(또는 153)
을 갖는 -셀 UGCA라 하자.그러면  ′의 상태전이그래프는 길이가 같은
사이클들로 구성된다.
(((증증증명명명)))i) 인 경우 :보조정리 3.2와 정리 3.5에 의하여     이
고      이다.를  ′에서 길이가     ≤   인 사이클에

놓인 상태라 하자.그러면 
 

  
 

  ⋯  
 

  
 

 이

다.보조정리 3.3에 의해서   ⊕
 ⊕⋯ ⊕⊕    이 므 로 ,

모든 상태 에 대하여 
 

  
 

 ⊕   ⊕ 
  ⊕⋯⊕⊕ 

 이다.이것은 모순이다.따라서  ′의 모든 사이클의 길이는 모두 


이다.
ii)   인 경우 :보조정리 3.2와 정리 3.5에 의해서    

이고,     (   )이다. 보조정리 3.1에 의해서

  이므로 ⊕  ⊕
 ⋯  ⊕



 이다.가
 ′에서 주기     인 사이클에 놓인 상태라 하면


 

  
 

  ⋯    

  
 

 이다.
① 가 에서 주기가 

보다 작은 사이클에 놓인 경우:
보조정리 3.3에 의하여
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




  




⊕ 
 ⊕ ⋯ ⊕⊕

⊕⊕


 ≠ 

이므로 모순이다.
② 가  ′에서 주기가 

인 사이클에 놓인 경우:
   ⋯   

라 두면










⊕⊕











⋮

⊕


⊕⊕

⋮





≠






⋮



⊕⊕

⋮







이므로 모순이 된다.따라서 ①과 ②에 의하여  ′의 모든 사이클의 길이는

모두 
이다.전이규칙 153에 대한 경우도 전이규칙 195에 대한 증명과 유사

하다. □

<<<예예예제제제 333...777>>> 를 전이규칙 60을 갖는 5-셀 LUGCA라 하고,여원벡터
 에 의해 로부터 유도된 여원 CA를  ′이라 하면 와  ′의
상태전이그래프는 그림 1과 그림 2와 같다.

 2  3

 4  6

 7  5

12 10

 8 15

13 11

 9 14

24 20

16 31

30 17

21 25

27 22

18 28

29 19

23 26

<그림3-1>전이규칙 60을 갖는 5-셀 LUGCA

 0  1
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25 10

 4 18

16  7

 9 27

24 11

 5 19

17  6

 8 28

<그림 3-2> 에서 에 의해 유도된  ′

31 15

 0 21

23  3

12 29

30 14

 1 20

22  2

23 28

다음 보조정리는 쉽게 증명할 수 있다.

<<<보보보조조조정정정리리리 333...888>>> 를 전이규칙 60(또는 102)를 갖는 -셀 LUGCA라 하고,
(또는 )를 의 상태전이행렬이라 하자(  ≤).그러면


 

  이고 




 과 




 은 다음과 같다.

      또는    
 

      또는    
 

<<<정정정리리리 333...999>>> 를 전이규칙 60(또는 102)를 갖는 -셀 LUGCA라 하고,(또
는 )를 의 상태전이행렬이라 하자(  ≤).  ⋯ 

 (또는

   ⋯   
)라 두면 는 에서 길이가 가장 긴 사이클에 놓인다.

(((증증증명명명)))보조정리 3.2에 의하여,  이므로 

이다.보조정리 3.8

에 의하여,
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












  ⋯   
  ⋯   
  ⋯   

⋱
  ⋯ ⋯

⋮
  ⋯   












⋮










⋮















⋮







⊕


⋮


이므로 


≠ 이다.

그러므로 는 에서 길이가 가장 긴 사이클에 놓인다.전이규칙 102인 경우의 증
명도 전이규칙 60의 경우와 유사하다. □

다음 보조정리는 쉽게 증명할 수 있다.

<<<보보보조조조정정정리리리 333...111000>>>를 전이규칙 60또는 102를 갖는 -셀 LUGCA라 하고,를
의 상태전이행렬이라 하면 의 임의의 상태    ⋯  

 에 대하여 다
음이 성립한다.



⊕
 











  ⋯    ⋯ 
 

     ⋯

⋯     ⋯


    ⋯ 

다음 정리는 이 2의 거듭제곱일 때 전이규칙 60또는 102를 갖는 -셀
LUGCA로부터 유도된 여원 CA의 주기가 ∙ 또는 가 되는 조
건을 알려준다.여기서 는 LUGCA의 상태전이행렬이다.

<<<정정정리리리 333...111111>>> 를 전이규칙 60또는 102를 갖는 -셀 LUGCA라 하자. 여기
서  이라 하고 를 의 상태전이행렬이라 하자. ′을 에서 여원벡터
≠에 의해 유도된 여원 CA라 하면 다음이 성립한다.
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 











    ⋯


또는  ⋯ 
 

 

(((증증증명명명)))  ′의 임의의 상태 에 대하여 보조정리 3.2를 이용하면






 


⊕⊕⋯ ⊕⊕   

 ⊕ ⊕⋯ ⊕⊕  

이다.따라서   는 를 나눈다.   라 두면
  


  


⊕ ⊕ ⋯ ⊕⊕  이므로 


  이 되고,

 ⊕⋯ ⊕⊕    이 된다.따라서   는 를 나눈다.
그러므로    이거나  이다.
i)    ⋯  

이라 두면 보조정리 3.10에 의하여



 


⊕⊕ 

 


  ⊕ ⋯ ≠ 

이므로    이다.
ii)    ⋯  

라 두면 보조정리 3.10에 의하여






⊕⊕ 

 


 ⊕⋯ 

이므로

    이다 □









⊕  ⊕⋯⊕⊕ 

<<<정정정리리리 333...111222>>> 를 전이규칙 60또는 102를 갖는 -셀 LUGCA라 하고 를 

의 상태전이행렬이라 하자(    ≤ ). ′을 에서 여원벡터 ≠에
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의해 유도된 여원 CA라 하면 다음 각 경우에 대하여  ′에서 모든 사이클의
길이는 같다.

i)⋯,   ⋯  


ii)⋯,  ⋯   


여기서, ⋯   ⋯  ∈  이다.

(((증증증명명명))) ① 먼저  인 경우를 증명한다.

i)   이므로  ′의 임의의 상태 에 대하여 




 이다.또한

보조정리 3.10에 의하여 

  


⊕⊕


 이므로 는 길이가

 인 사이클 위에 놓인다.그러므로  ′에서 모든 사이클의 길이는 같다.
ii)i)의 증명과 같은 방법으로 증명할 수 있다.
② 다음에    인 경우를 증명한다.
i)   이므로  ′의 임의의 상태 에 대하여 정리 3.5에 의하여



 이다.가 에서 길이가   미만인 사이클에 놓인다면,보

조정리 3.10에 의하여


 

  
 

⊕⊕  




⊕⊕  
 



이다.만약 가 에서 길이가 가장 긴 사이클에 놓인다면,




  
 

⊕⊕  
 



   ⋯  
⋯



 

⊕⋯    ⋯ 


 ⋯





⊕⊕
⋯≠
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이다.따라서 



 ≠이고,는  ′에서 길이가 가장 긴 사이클에 놓인다.
ii)i)의 증명과 같은 방법으로 증명할 수 있다. □

444...여여여원원원 그그그룹룹룹 CCCAAA의의의 사사사이이이클클클 관관관계계계의의의 특특특성성성

Mukhopadhyay등([7])은 두 함수 과 를 구성하여 기본 변환의 상태
공간의 관계를 보였다.이 장에서는 과 로부터 서로 다른 여러 개의 함
수를 구성하고 이 함수들의 특성을 분석한다.

<<<정정정리리리 444...111>>> 를 전이규칙 60(또는 102)를 갖는 -셀 LUGCA라 하고 를
의 상태전이행렬이라 하자. ′을 에 대응하는 전이규칙 195(또는 153)을
갖는 UGCA라 하면  ′의 임의의 상태    ⋯  

에 대하여 다음이

성립한다.⊕ 
⊕ 



(1)와 ⊕




⊕




은 다른 사이클에 놓인다.

(2)와 ⊕




⊕




은 다른 사이클에 놓인다.

(3)와 ⊕ ⊕ 
은 다른 사이클에 놓인다.

(((증증증명명명))) 전이규칙 102인 경우에 대하여 (1)만 증명하도록 한다.

⊕ 
⊕ 

 라 두면   ⊕
⊕ ⊕








⋮
 ⊕ 

 ⊕






이고,

음이 아닌 정수 에 대하여 







 ⊕ ⊕ ⊕⊕⊕

 ⊕⊕⊕

⊕





이다.
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

 인 정수 가 존재한다고 가정하자.

1.가 짝수인 경우, ⋮이고 

 ⋮ 이므로 


≠ 이다.

2.가 홀수인 경우,

  이라면 





⋮
 ⊕ 

 ⊕






이고 







⋮
 ⊕ 

 ⊕






이므로 

≠

이다.

   이라면,





⋮
 ⊕






이고 







⋮
 ⊕






이므로 

≠ 이

다.따라서  와 ⊕




⊕




는 다른 사이클에 놓인다. □

[[[함함함수수수의의의 구구구성성성]]]

함수 를 다음과 같이 정의한다.

 ⊕ ⊕




.

 ⊕ ⊕ 
.

 ⊕




⊕




.

다음 보조정리는 수학적 귀납법으로 증명할 수 있다.

보조정리 4.2 를 전이규칙 60(또는 102)를 갖는 -셀 LUGCA라 하고 를
의 상태전이행렬이라 하자. ′을 에 대응하는 전이규칙 195(또는 153)을
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갖는 UGCA라 하면  ′의 각 상태와 음이 아닌 정수 에 대하여 다음이 성립
한다.

(1)
 ⊕





⊕





.

(2)
 ⊕





⊕



⋅
.

(3)
 ⊕







⊕



⋅
.

<<<정정정리리리 444...333>>> 를 전이규칙 60(또는 102)를 갖는 -셀 LUGCA라 하고 를
의 상태전이행렬이라 하자. ′을 에 대응하는 전이규칙 195(또는 153)을
갖는 UGCA라 하면 음이 아닌 정수 에 대하여 다음이 성립한다.

각 정수  ≤ ≤에 대하여



⋅


 ⊕ ⋅ ⊕⊕ 


⊕ ⊕

⊕ ⋅  ⊕⊕ 




(((증증증명명명)))   인 경우:에 대한 수학적 귀납법으로 증명하자.일   때
 

⊕⊕



 ⊕ 
⊕




  ⊕
⊕⊕ ⊕ 

 ⊕ ⊕  ⊕  

이다.그러므로  일 때 성립한다.  일 때 성립한다고 가정하자.보조정리
4.3에 의하여
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








 

 







  






  

 







 ⊕ ⋅


⊕ ⊕⊕ ⋅


 

 ⊕ ⋅


⊕  ⊕ ⋅


⊕

⊕⊕ ⋅


 ⊕⊕ ⋅





 ⊕ ⋅


⊕ ⋅


⊕⊕⊕ ⋅


⊕⊕ ⋅




 ⊕ ⋅


⊕ ⊕⊕ ⋅





이므로    일 때 성립한다.

  인 경우:에 대한 수학적 귀납법으로 증명하자.  일 때



    

 ⊕⊕

 

 

⊕


⊕




  ⊕
⊕

 

⊕ ⊕
⊕⊕ 

이다.


⊕
⊕

  
  ⊕  ⊕  ⊕ ⊕

 ⊕  ⊕ ⊕

 ⊕  ⊕⊕ ⊕

이고


⊕
⊕⊕  

 ⊕  ⊕ ⊕ 

  ⊕  ⊕ 

 ⊕  ⊕⊕ 

이므로






   ⊕  ⊕⊕ ⊕ 

⊕ ⊕  ⊕⊕ 

이다.그러므로   일 때 성립한다.  일 때 성립한다고 가정하자.보조정리
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4.3에 의하여









  

 







  






  

 







 ⊕ ⋅


 ⊕⊕ 


⊕ 

⊕ ⊕ ⋅

  ⊕⊕ 



 

 ⊕ ⋅


 ⊕⊕ 


⊕ 

⊕ ⋅


 ⊕⊕ 


⊕

⊕⊕ ⋅

 ⊕⊕ 



 

⊕ ⊕ ⋅

 ⊕⊕ 





 ⊕ ⋅


 ⊕⊕ 


⊕ ⋅


 ⊕⊕ 




⊕⊕⊕ ⋅


⊕ ⊕⊕ 




⊕ ⋅

 ⊕⊕ 





 ⊕ ⋅


 ⊕⊕ 


⊕ 

⊕⊕ ⋅


 ⊕⊕ 




이므로    일 때 성립한다.

  인 경우:에 대한 수학적 귀납법으로 증명하자.  일 때



    

 ⊕

⊕


 

 

⊕


⊕




  ⊕
⊕

 

⊕ ⊕
⊕⊕ 

아다.


⊕
⊕  

  ⊕  ⊕ ⊕ ⊕

 ⊕    ⊕⊕ ⊕⊕

 ⊕  ⊕
⊕

⊕ ⊕

 ⊕   ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

 ⊕  ⊕⊕ ⊕

이고
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
⊕

⊕


 
 ⊕  ⊕ ⊕  ⊕⊕ ⊕

 ⊕  ⊕
⊕⊕ ⊕

 ⊕ ⊕  ⊕⊕ ⊕

 ⊕  ⊕⊕ ⊕

이므로



   ⊕  ⊕⊕ ⊕ 

⊕ ⊕  ⊕⊕ 

이다.그러므로   일 때 성립한다.  일 때 성립한다고 가정하자.보조정리
4.3에 의하여


⋅






  

 
⋅







  ⋅






  

 
⋅







 ⊕ ⋅


 ⊕⊕ 


⊕ 

⊕ ⊕ ⋅

 ⊕⊕ 



 

이므로    일 때 성립한다.

□

 ⊕ ⋅


 ⊕⊕ 


⊕ 

⊕ ⋅


 ⊕⊕ 


⊕

⊕⊕ ⋅

 ⊕⊕ 



 

⊕ ⊕ ⋅

 ⊕⊕ 





 ⊕ ⋅


 ⊕⊕ 
  

⊕ 

⊕ ⊕ ⋅


 ⊕⊕ 
  


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555...결결결 론론론

본 논문에서는 전이규칙 60또는 102를 갖는 LUGCA로부터 유도되는 여
원 CA의 상태전이 연산자의 주기와 사이클 구조를 연구하였으며,Das의 추
측이 참임을 증명하였다.또한 여원 CA의 상태전이 연산자로부터 생성되는
순환부분공간에서 다른 순환부분공간으로 이동하는데 사용되는 유용한 함수
를 분석하였다.이 분석은 새로운 암호와 키 분배 프로토콜을 발전시키는데
도움이 될 것이다.
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