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Characterizations of Single Attractor Cellular Automata 

and Hierarchical Cellular Automata on GF( )

Hyang-Hee Choi

Department of Applied Mathematics, Graduate School 

Pukyong National University

Abstract

Cellular Automata(CA) has been used as modeling and computing paradigm for a long 

time. And CA has been used to model many physical systems. While studying the 

models of such systems, it is seen that as the complexity of the physical system 

increase, the CA based model becomes very complex and becomes to difficult to track 

analytically. A new cellular structure called GF() CA is analytically characterized in 

this thesis. Each cell of the  GF() CA is capable of storing a value from the set 

{ ⋯  }. Though GF() CA can only handle data with bit units GF() HCA 

can handle data with units more than bit units. 

In this thesis we analyze the state­transition of nongroup CA with a single attractor 

over GF() and give the method for the construction of the state­transition diagram 

of a linear SACA over  GF() by using the concept of basic path. And we propose 

the state­transition diagram of the nonlinear complemented SACA by using the 

state­transition diagram of a linear SACA. Also we analyze transition rules, characteristic 

polynomials and cyclic structures of HCA over GF().   
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1. 서론

셀룰라 오토마타(Cellular Automata, 이하 CA)는 Von Neumann[]에

의해서 스스로 조직화하고 재생산할 수 있는 모델로 처음 소개되었다. 이후

Wolfram[]은 각 셀이 과 , 두 상태를 가지고 다음 상태가 자기 자신과

인접한 두 이웃에 의해 갱신되는 3-이웃(3-neighbourhood) CA를 제안

하였다. 특히 CA 가운데 다음 상태를 결정하는 함수가 선형적인 CA는

LFSR(Linear Feedback Shift Register)의 대안으로 제안되고, 이로 인해

테스트 패턴 생성[], 압축치 분석[] 등 많은 분야에 응용되었다. 1990년에

이르러 Das 등은 행렬대수학을 이용하여 선형 CA의 상태전이 행동분석을

하였다[∼ ]. CA는 Wolfram[]에 의하여 처음으로 암호학에 도입

되었고, Chaudhuri, Nandi 등이 많은 분야에 CA를 폭넓게 활용하였다

[ ∼  ]. 그리고 Muzio와 Cattell 등에 의해서 LFSR에 대응하는

CA에 대한 연구가 이루어졌으며, 최소비용으로 최대길이를 갖는 CA를 찾는

연구가 수행되었다[∼ ].

CA는 간단하고 규칙적이며 작은 단위로 확장 연결할 수 있는 구조이기 때문에

하드웨어 구현에 적합하다. GF()위에서의 CA에 대한 분석은 많은 연구가

이루어졌으며, 이러한 CA는 폭넓게 응용되었다[    ∼ ].

특히 Cho 등은 GF()위에서 TPMACA(Two Predecessor Multiple Attractor

Cellular Automata)의 상태전이그래프를 기본경로를 이용하여 구성하는

알고리즘을 제안하였다[∼ ].

GF()위에서의 CA는 셀이 한 개의 비트로 이루어져 있으므로 데이터 처리가

비트 단위로 이루어진다. 그러나 GF()위에서의 CA는 여러 개의 비트가

한 개의 셀을 이룬다. 따라서 바이트 단위 이상의 단위로 데이터 처리가 가능

하다. CA는 컴퓨팅 패러다임과 많은 물리계를 모델링하는데 사용되어 왔다
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[   ]. 그런데 시스템 모델을 연구함에 있어서 물리계의 복잡성이 증가

함에 따라 CA를 이용한 모델은 매우 복잡하고 분석적으로 추적하기가 어렵게

되었다. 또한 그러한 모델들은 물리계의 내재적 계층적 성질을 인식할 수 없다는

문제점이 있다. 이러한 문제점을 해결하기 위하여 계층적 셀룰라 오토마타

(Hierarchical Cellular Automata, 이하 HCA)에 관한 연구를 하기 시작했다

[  ]. Sikdar 등은 테스트 패턴 생성을 위하여 계층적 구조를 갖는

GF()위에서의 group CA를 사용하였으며 VLSI 회로의 고장을 진단하기

위하여 GF() MACA를 이용하였다[   ].

본 논문의 구성은 장에서는 CA의 정의와 여러 기준에 따른 CA의 분류를

소개하고 CA의 상태를 변화시키는 상태전이함수인 전이규칙에 대해 서술

한다. 특히 선형 CA의 전이함수는 선형변환이므로, 이 선형변환을 표준행렬

로 표현한 전이행렬과 전이행렬에 대한 특성다항식을 소개한다. 또한 group

CA의 성질을 바탕으로 CA의 최소다항식과 사이클 구조를 소개하고 선형

nongroup CA의 성질을 서술한다.

장에서는 유한체의 특성에 대해 알아보고 GF() HCA의 구조와 확장체

에서의 다항식의 인수분해 등을 살펴본다. 먼저 GF()위에서의 임의의 다항

식을 인수분해하는 Berlekamp의 알고리즘을 소개하고 GF() HCA의 인수

분해로 확장한다.

장에서는 GF() 위에서 선형 SACA(Single Attractor Cellular Automata)를

특성화하고 상태전이 그래프를 효과적으로 구성하는 알고리즘을 제안한다.

또한 선형 SACA에 대응하는 여원 SACA의 상태전이 그래프를 구성하는

알고리즘을 제안한다.

장에서는 HCA의 전이규칙, 특성다항식과 사이클 구조를 분석하고 장에서

결론을 맺는다.
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2. 셀룰라 오토마타

2.1 CA의 정의 및 분류

2.1.1 CA의 정의와 규칙

CA란 동역학계를 해석하는 한 방법으로 공간과 시간을 이산적으로 다루는

시스템이며 셀룰라 공간의 기본 단위는 하나의 셀이다. 이 시스템에서 셀의

다음 상태는 어떤 규칙에 따라 정해진다. 즉, 각 셀들은 자기 자신과 이웃

셀의 함수값에 의해 다음 상태가 결정되어 동시에 갱신된다. CA는 간단하고

규칙적이며 작은 단위로 확장 연결할 수 있는 구조이기 때문에 VLSI 하드웨어

구현에 알맞다.

가장 간단한 구조를 가지는 차원 CA(One-Dimensional CA, 이하 -D CA)

에서는 모든 셀들이 선형으로 배열되어 있고 -D CA중에서 국소적 상호

작용이 세 개의 셀, 즉 자신과 인접한 두 셀에 의해 이루어지는 CA를 -이웃

(-neighbourhood) CA라 한다. 본 논문에서 다루는 CA는 -이웃 CA에 국한

시킨다. 다음은 CA에 사용되는 기호이다.

∙  : 일차원으로 배열되어 있는 각 셀들의 위치

∙  : 시간 단계

∙     : 시간 에서 번째 셀의 상태

∙       : 시간 에서 번째 셀의 상태
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세 개의 이웃을 가지는 CA에 대한 다음상태 전이함수(transition function)는

다음과 같이 나타낸다.

 
     ( 

 ,  
 ,  

 ) (2.1)

여기서 는 결합논리를 가지는 국소 전이함수이다. 는 개의 변수를 가지는

Boolean 함수이므로 


, 즉 개의 다음 상태 전이함수들이 있으며 이것을

CA의 규칙(rule)이라고 한다. CA의 셀들의 상태를 과 의 두 가지 값으로

다루고 주어진 CA의 다음상태 전이함수를 아래와 같이 표현한다.

이웃상태         규칙

다음상태          

다음상태         

여기서 첫 행은 시간 에서 인접한 세 개의 셀들의 가능한 가지 상태의 배열

이고 다음 행들은 시간   에서 번째 셀의 갱신된 상태이다. 이진법의 수

 를 십진법의 수로 변환하면  ×   ×   ×   ×   

이므로 규칙 이라 하고 같은 방법으로 이진법의 수  를 십진법의

수로 변환하면 이므로 규칙 이라 한다. 위의 규칙에 대한 결합논리는

다음 식으로 표현할 수 있고 ⊕는 XOR논리를 나타낸다.

규칙   :         ⊕   (2.2)

규칙  :          ⊕  ⊕   (2.3)
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2.1.2 CA의 분류

(1) 셀의 배열상태에 따른 분류

① 1차원 CA : 셀이 선형으로 배열되어 있는 CA

② 2차원 CA : 셀이 평면으로 배열되어 있는 CA

③ 3차원 CA : 셀이 공간으로 배열되어 있는 CA

(2) 적용되는 rule에 따른 분류

① 가산 CA (Additive CA)

가. 선형 CA (Linear CA) : 모든 셀의 규칙이 XOR 논리로만 이루어진 CA

나. 여원 CA (Complemented CA) : 셀의 규칙이 XNOR과 XOR 논리로

이루어진 CA

② 비가산 CA(Nonadditive CA) : 셀들의 규칙이 AND-OR 논리로 이루어진 CA

선형규칙 전이함수

규칙 60      ⊕  

규칙 90       ⊕    

규칙 102       ⊕ 

규칙 150      ⊕  ⊕   

규칙 170      

규칙 204      

규칙 240      

<표 > 선형규칙
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여원규칙 전이함수

규칙 195    
  ⊕  

규칙 165     
 ⊕   

규칙 153     
 ⊕  

규칙 105    
 －⊕  ⊕  ＋

규칙 85     
 ＋

규칙 51     
 

규칙 15     
 －

 <표 > 여원규칙

(3) 모두 같은 규칙이 적용되는 규칙의 개수에 따른 분류

① Uniform CA : 모든 CA의 셀들에 같은 규칙이 적용된 CA

② Hybrid CA : 가지 이상의 서로 다른 규칙이 적용된 CA

(4) 상태전이그래프의 형태에 따른 분류

① Group CA : 모든 셀들의 상태가 몇 개의 사이클을 이루며 반복되는 CA

② Nongroup CA : Group CA가 아닌 CA

Group CA는 모든 셀들의 상태가 몇 개의 사이클을 이루며 반복되는 CA로

임의의 한 상태에 대한 이전 상태가 유일하다. 이와 달리 Nongroup CA는

상태전이그래프가 트리 구조를 이루고 있으며 상태전이 함수에 의해 얻어질 수

있는 상태인 도달 가능한 상태와 상태전이 함수에 의해 나타날 수 없는 도달

불가능한 상태로 나누어진다. Nongroup CA는 임의의 한 상태에 대한 이전

상태가 존재하지 않거나 개 이상이다.
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그림 은 -이웃 선형 CA의 셀의 구조이다.

셀 

  셀  셀 

      <그림 > -이웃 선형 CA의 셀 구조

2.1.3 CA의 경계조건

CA에서 가장 왼쪽과 오른쪽의 셀은 개의 이웃만을 가지므로 세 번째 이웃의

상태를 결정해 주어야 한다. 이것을 CA의 경계조건이라 하고 일반적으로

다음 세 가지의 경계조건이 있다. 제일 왼쪽과 오른쪽의 셀들이 상태에 연결

되어 있는 NBCA(Null Boundary CA), 양끝의 셀들이 서로 연결되어 있는

PBCA(Periodic Boundary CA), 가장 왼쪽(오른쪽) 셀의 다음 상태가 그 자신과

그것의 오른쪽(왼쪽) 이웃, 두 번째 오른쪽(왼쪽) 이웃 셀의 상태에 의존하는

IBCA(Intermediate Boundary CA)이다. 그림 는 각각의 경계조건에 따라

분류된 CA의 연결 상태를 나타낸 것이다. 본 논문에서는 NBCA만 다룬다.
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(1) NBCA

0 0

셀 0       1         2                   n-3       n-2        n-1

(2) PBCA

셀 0          1         2                   n-3       n-2        n-1

(3) IBCA

셀 0          1         2                   n-3       n-2        n-1

<그림 > 서로 다른 경계조건을 가지는 CA

2.2 CA의 전이행렬과 특성다항식

2.2.1 CA의 전이행렬

개의 셀을 가지는 선형 -D CA에서는 현재 상태를 다음 상태로 전이시키는

전이함수를 × 행렬로 나타낼 수 있으며, 이것을 전이행렬(transition matrix)

이라 한다. 전이행렬 에서 번째 행은 번째 셀에 적용되는 규칙이며 그 셀의

다음 상태가 현재 상태에 의존하면 , 그렇지 않으면 으로 쓴다. -이웃 CA의
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전이행렬은 정방행렬의 주 대각선과 그 윗 대각선과 아래 대각선을 제외한

나머지가 인 삼중대각행렬(tridiagonal matrix)이다. 예를 들어 네 개의 셀을

가진 NBCA의 규칙이    이면 전이행렬은 다음과 같다.



 
                                                 

   
   
   
   

(2.4) 

가 시간 에서 CA의 상태를 나타내면 시간   에서 CA의 상태는 다음

식으로 표현된다.

     (2.5)  

만약 CA의 현재 상태가     
이면 다음 상태  은 아래와 같다.

       

 
                                                 

   
   
   
   

 
                                                 








 
                                                 






또한 시간   에서 CA의 상태는 다음과 같다.

         
  (2.6)

단계 후의 CA의 상태는 다음과 같다.
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    
    (2.7)

CA의 전이행렬 가 정칙행렬 즉  이면 이 CA는 group CA이다.

Group CA는 모든 상태들이 일정한 사이클을 이루며 에 의해 상태가 반복

되는 것으로 임의의 상태에 대하여 유일한 이전 상태를 가진다. 따라서 전이

행렬의 역행렬을 구하여 현재 상태에 적용하면 이전 상태를 명확하게 얻을 수 있다.

즉,

     
   (2.8)

이다. Group CA는 최대 길이를 갖는 CA와 최대 길이를 갖지 않는 CA로 구별

할 수 있다. 개의 셀로 이루어진 CA에서 상태가 인 경우를 제외한   

개의 상태가 하나의 주기 안에 있을 때 최대 길이를 가진다고 하고 이 CA를

최대길이 CA(Maximal length CA 이하 MLCA)라 한다.

그림 은 규칙이    인 개의 셀로 구성된 최대길이를 가지는

선형 CA이다.

<그림 > 최대 길이를 갖는 Group CA
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그림 는 최대길이를 갖지 않는 선형 CA로 규칙    을 갖는

uniform CA이다. 그림에서 알 수 있듯이 을 제외한 다른 상태들이 몇 개의

서로 다른 사이클로 분리되어 있다. 각 사이클 길이의 최소공배수 이 CA의

주기가 된다.

0
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<그림 > 최대 길이를 갖지 않는 Group CA

cCaCACACA CA gGroup CA

그림 는 규칙이    인 Nongroup CA의 상태전이 그래프이다.

이 CA의 전이행렬은 

 
                                                 

   
   
   
   

이고 상태전이 그래프는 트리 구조를 이룬다.

<그림 > Nongroup CA
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2.2.2 CA의 특성다항식

<정의 2.1> 특성다항식(characteristic polynomial) : 주어진 CA의 상태

전이행렬  에 대하여 특성다항식은 GF()위에서 (  )의 행렬식 값이다.

즉

 ││  (2.9)

여기서  는 차 단위행렬이다.

<정의 2.2> 최소다항식 (minimal polynomial) : 특성다항식의 인수 중 를

근으로 갖는 차수가 가장 낮은 다항식을 최소다항식이라 한다.

예를 들어, 행렬 ()에 대한 특성다항식을 구하면 다음과 같다.

│ │ 

    
     
     
   

        (2.10)

                           

그림 의 전이행렬은 다음과 같고 특성다항식은     이다.

 

 
                                                 

   
   
   
   

(2.11)
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2.3 Group CA

Group CA는 LFSR의 대안으로 제안되면서 테스트 패턴 생성, 의사 난수열 생성,

오류정정부호의 설계 등에 응용되면서 활발하게 연구되어 왔다     .

Group CA에서 자주 사용되는 용어들을 정의하고 group CA의 성질을 살펴본다.

2.3.1 선형 group CA

Group CA는 모든 셀들의 상태가 몇 개의 사이클을 이루며 반복되는

CA로 임의의 한 상태에 대하여 유일한 이전 상태를 가진다. 따라서 전이행렬의

역행렬을 구하여 현재 상태에 적용하면 이전 상태를 명확하게 얻을 수 있다.

<정리 2.1[]> 가 CA의 전이행렬일 때, 이 CA가 group CA이기 위한 필요

충분조건은 ││  이다.

<정리 2.2[]> Group CA가 이 아닌 상태로 시작하면서 길이가  또는

의 인수인 사이클을 갖기 위한 필요충분조건은 │ ⊕│  이다.

2.3.2 CA의 최소다항식과 사이클 구조

Group CA는 최대길이를 갖는 CA (MLCA)와 그렇지 않은 CA로 분류할 수

있다. 셀 최대길이를 가지는 CA는 이 아닌 모든 상태가 한 개의 사이클을

이루며 이 사이클의 길이는  이다.
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<정의 2.3[]> 차 기약다항식 (irreducible polynomial) : 다항식의

차수가 이고 인수분해 되지 않는 다항식을 차 기약다항식이라 한다.

≠인 차 기약다항식  는 
  을 나눈다. 그러나  가 기약

다항식이 아닌 경우는 일반적으로 
 을 나누지 않는다. CA가 최대길이를

갖는지 여부는 그 CA의 최소다항식이 원시다항식인지 아닌지와 관계가 있다.

<정의 2.4[]> 원시다항식 (primitive polynomial) : ≠인 차

다항식  가 기약다항식이고  가  을 나누는 최소의 이

 일 때 를 원시다항식이라 한다.

<정리 2.3[]> 셀 MLCA의 최소다항식은 차 원시다항식이다.

<정리 2.4[]>  이 소수인 차 기약다항식은 원시다항식이다.
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표 는 GF위에서 차까지의 원시다항식이 아닌 기약다항식을 나타낸 표이다.

차

수
기약다항식(주기)

4  (5)

6   (9),    (21),   (21)

8

 (17),  (17)  

 (51),  (51)

 (51), (51)

 (85) 

 (85)                                

 (85),  (85)  

 (85), (85) 

 (85)                  

 (85)

9

 (73),  (73), (73)

 (73), (73), (73)    

 (73), (73) 

10

 (11)

 (33), (33)                     

 (93), (93) 

 (93), (93)  

 (93) 
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차

수
기약다항식(주기)

10

                                                                            

 (93),  (341)       

 (341), (341)

 (341), (341) 

 (341)                                    

 (341), (341) 

 (341), (341)

 (341)

 (341)

 (341)

 (341), (341)  

 (341), (341)

 (341)

 (341)                          

 (341)

 (341)                          

 (341)

 (341), (341)     

 (341)

 (341), (341)

 (341)

 (341)

 (341)  

                     

      <표 > GF()위에서 차까지의 원시다항식이 아닌 기약다항식



- 17 -

표 는 GF위에서 차까지의 원시다항식을 나타낸 표이다.

차

수
원시다항식

2  

3  

4  

5  , 

6  , 

7  , , 

8  , 

9  , , 

10  , , 

11  ,  , 

12  , 

13  , 

14  , 

15  , , 

16  , 

17      , 
, 

18      , 
,  

19  ,       

20  , ,        

21      , 
, 

22  , , 

23  , ,   
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차

수
원시다항식

24  , 

25
 ,                                      

 

26  , 
27  ,        

28
 ,                                       

       

29
   ,     

       

30  , 

31
 ,                                      

 

32  , 

33
 ,                                    

        

34   , 

35
 ,                                      

       

36
    ,                                 

        

37  , 

38  , 

39
 ,                                     

       

40  ,        

<표 > GF()위에서 차까지의 원시다항식
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2.4 Nongroup CA

Nongroup CA가 이미지 압축, 해쉬 함수, 부울 방정식의 해법, 암호 알고리즘

등에 응용이 되면서 최근 연구가 활발히 이루어지고 있다[ ]. Nongroup

CA의 정의와 자주 사용되는 용어들을 정의하고 nongroup CA의 성질에 대하

여 살펴본다.

2.4.1 선형 Nongroup CA

선형 nongroup CA는 다음 상태를 결정짓는 상태전이 함수가 XOR 논리로

만 이루어진 CA로 group CA가 아닌 CA이다. 즉, 사용되는 규칙이  

    이고 상태전이그래프가 트리 구조를 가지는 CA

이고｜｜으로 역행렬이 존재하지 않는다. 그러므로 임의의 상태에 대한

이전 상태 수는 이거나 이상이다. 어떤 상태의 이전 상태수가 이란 의미는

이전 상태가 존재하지 않는다는 것으로 주어진 상태는 도달 불가능한 상태이다.

이와 달리 이전 상태수가 이상이란 의미는 주어진 상태가 도달 가능한 상태

이며, 개 이상의 이전 상태가 존재한다는 것을 말한다. 이처럼 nongroup CA는

상태전이 함수가 일대일대응 함수가 아니다. 그러므로 주어진 상태에 대하여

이전 상태를 구하는 것이 불가능하다. 선형 nongroup CA에서 자주 사용되는

용어들을 정의하고 nongroup CA의 성질을 살펴본다.

<정의 2.5> (1) 선형 Nongroup CA : Nongroup CA 중 다음 상태를 결정

하는 상태전이 함수가 XOR 논리만으로 이루어진 CA를 말한다.

(2) 순환상태(cyclic state) : Nongroup CA의 상태전이그래프의 사이클 안에
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존재하고 일정한 시간 단계 후 그 상태가 반복되는 상태로, 상태 가 순환상태

이면    를 만족하는 가 존재한다. 여기서 의 최소값이 상태 가 놓이는

사이클의 길이이다.

(3) attractor : 순환상태들 중 사이클의 길이가 인 상태를 attractor라 한다.

어떤 상태 가 attractor이면 전이행렬  에 대하여   를 만족한다.

(4) MACA(Multiple-Attractor CA) : Nongroup CA의 모든 순환상태

들이 attractor인 CA를 MACA라 부른다. 특히 직전자 수가 인 MACA를

TPMACA(Two Predecessor Multiple-Attractor CA)라 부른다. Attractor의

수가 인 MACA를 SACA(Single-Attractor CA)라 부르며 특히 직전자의 수가

인 SACA를 TPSACA(Two Predecessor Single-Attractor CA)라 부른다.

(5) -트리 : 순환상태 를 root로 하는 트리이다.

(6) 깊이(depth) : Nongroup CA의 상태전이그래프에서 임의의 도달 불가능한

상태에서 가장 가까운 순환상태로 전이되는데 걸리는 최소 상태 전이 수를 깊이라

부른다.

(7) level : 어떤 상태 가 -트리의 level  ( ≤ 깊이)에 있다는 것은 상태

가 정확히 번 상태 전이 후 상태 가 되는 위치에 있다는 것이다. 즉

   가 되는 값 중 최소값이 이다.

(8) 주기 : 상태전이그래프에서 나타나는 사이클 길이의 최소공배수로 임의의

순환상태 에 대하여    인 최소의 가 주기가 된다.
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그림 에서 순환상태는    이다. 특히 상태 과 은 사이클의 길이가

이므로 attractor이다. 상태  은 사이클의 길이가 인 사이클에 존재한다.

그러므로 이 CA의 주기는 과 의 최소공배수인 이다. 각 트리의 깊이는

이다. -트리는 상태 를 root로 하는 트리이므로 상태    가

-트리에 속한다. 각 트리의 level 의 상태는    이고 level 에

있는 상태들은        이다. 다음은 셀 TPMACA의 예이다.

<예 2.1> 개의 셀로 이루어진 CA가 규칙      을 가질 때,

전이행렬은



 
                                                 

   
   
   
   

 (2.12)

이고, 특성다항식은    이며 최소다항식은   이다. 주어진 T의

계수(rank)는 이다. 각 트리의 깊이는 이고, attractor는    이다.

상태    은 -트리에 속하고, 상태    은 -트리에 속한다.

2.4.2 선형 Nongroup CA의 성질

선형 nongroup CA에서 -트리와 다른 순환상태를 root로 하는 트리는 매우

밀접한 관계를 가지고 있으며 다음의 정리들은 선형 nongroup CA의 기본적

성질이다.
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<정리 2.5[]> 선형 nongroup CA에서 상태 은 attractor이다.

<보조정리 2.6[]> 선형 nongroup CA의 전이행렬 의 영공간 (null space)의

차원이 이면 상태 의 직전자의 수는 이다.

<정리 2.7[]> 선형 nongroup CA에서 도달 가능한 상태의 직전자의 수는

상태 의 직전자의 수와 같다.

<정리 2.8[]> 선형 nongroup CA의 상태전이그래프에서 -트리의 깊이를

라 하고 주어진 전이행렬 의 영공간의 차원이 이면 -트리의 상태의

수는 이다.

선형 nongroup CA의 전이행렬의 최소다항식은    로

표현된다. 여기서 는 CA의 깊이가 되고  가   를 나누는 

중 최소의 가 주기가 된다. 그림 의 선형 nongroup CA의 최소다항식은

      이다. 그러므로 깊이는 이고      이다. 또한

이 CA의 주기는 이다.
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3. 유한체에서의 인수분해

3.1 유한체

<정의 3.1> 군(Group) : 집합  위에 정의된 이항연산․에 대하여 다음

세 조건을 만족하면, (,․)를 군이라 한다.

(1) 임의의 원소    ∊ 에 대하여

⋅⋅   ⋅ ⋅가 성립한다.

(2) 임의의 원소  ∊ 에 대하여

⋅  ⋅를 만족하는  ∊  가 존재한다.

(3) 각 원소  ∊ 에 대하여

⋅  ⋅  를 만족하는 ∊가 존재한다.

<정의 3.2> 유한체(Finite field) : 유한집합  (≠∅)위에 정의된 두 연산

＋와 ․에 대하여 다음 조건들을 만족하면, ( , ＋,․)를 유한체라고 한다.

(1) ( , ＋)는 항등원 을 가지는 가환군이다.

(2) (   ,․)는 가환군이다.

(3) 임의의    ∊  에 대하여

⋅     ⋅  ⋅ (분배법칙)이 성립한다.

임의의 소수 와 양의 정수 에 대하여   이라고 할 때, 개의

원소로 이루어진 유한체가 존재한다. 이것을 GF()로 나타내고 이 체를 개의

원소를 가진 유한체라고 한다.
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GF()    ⋯   은 GF()     ⋯     의 확대체이다.

<정의 3.3> 표수(characteristic) : 체  의 단위원 에 대하여 다음과 같은

양의 정수 이 존재하는 경우에 이와 같은 양의 정수 중에서 가장 작은 을

체 의 표수라고 한다.

⋅    ⋯     (이 개)

<정의 3.4> 주기(Order) : ≠인 다항식 에 대하여 다음과 같이

   │   을 만족할 때, 을 의 주기라 하고, 기호로

     이라 쓴다.

<정리 3.1[]> 유한체의 표수 는 소수이다.

<정리 3.2[]>  ≠ 가 유한체 GF( )의 원소이면,     이다.

<예 3.1>      이면  는 기약다항식이고    이다.

GF()         에서        이고

     ,    이다. 따라서      이다.

<정리 3.3>  ≠가 유한체 GF( )의 원소이고,     이면 은

  의 약수이다.

(증명) ∗    는원소의수가   개인 곱셈군이고,   ⋯ 
 은
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개의 원소를 갖는 부분군이다. 따라서 라그랑지 정리에 의하여 은   

의 약수이다.

<예 3.2>      인 경우,       를 이용하여 개의 원소를

갖는 유한체 GF()를 구성할 수 있다.      에 대응하는 체의

원소를       로 나타내면, 다음의 표를 얻을 수 있다.

       의 최소다항식

0 0001 1 

1 0010 15     

2 0100 15    

3 1000 5        

4 0011 15     

5 0110 3     

6 1100 5         

7 1011 15     

8 0101 15    

9 1010 5         

10 0111 3    

11 1110 15     

12 1111 5         

13 1101 15     

14 1001 15     

<표 >       를 이용한 유한체 구성 
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위의 표에서 최소다항식을 구하는 방법은 다음과 같다. 예를 들어 의

최소다항식을 구해보자. GF()는 GF()위에서 차원 벡터공간이므로,

개 벡터           는 일차종속이다.    라

놓으면     은 일차종속이다. 그리고      

         이므로, 이들 개 벡터의 일차종속 관계는

  ⋅  ⋅  ⋅ ⋅을 만족하는      ≠     을

구하면 된다.

                               

         

로부터         을 얻는다. 따라서        이므로

      이고   의 최소다항식은        

이다.

위의 표 에서 차의 원시다항식은 개이며 종류는 가지이다. 원시

다항식이 되는 는          이다. 이 수들은 모두 와

서로소인 수들이다. 따라서 서로 다른 차 원시다항식의 개수는 다음과 같다.

  


 

  (3.1)

이 때, 는 오일러의 함수이며,   은 정수    ⋯    중에서

과 서로소인 전체 개수를 나타낸다.



- 27 -

3.2 GF() 위에서의 연산

다음은 이 논문의 전개에 필요한 몇 가지 용어들을 정의한다.

<정의 3.5> 선형 GF() HCA : 셀의 각 상태에 GF()의 원소인 가중치를

곱한 후 XOR하여 다음 상태로 갱신되는 CA를 선형 GF() HCA라 한다.

GF() CA는 한 개의 셀이 가질 수 있는 상태는 , 로 개이다. 반면

GF() HCA는 개의 기억소자가 한 개의 셀을 이루기 때문에 하나의 셀이

가질 수 있는 상태는 개로    ⋯   의 원소이다. GF()는

GF()의 확대체로 개의 원소로 이루어지고, 구조는 다음과 같다.

<그림 > GF() HCA의 구조
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<정의 3.6> 생성다항식(generator polynomial) : GF()를 생성하는 다항식을

생성다항식(generator polynomial)이라 한다.

<정의 3.7> 생성행렬(generator matrix) : 생성다항식을 특성다항식으로 갖는

삼중대각행렬 을 생성행렬이라 한다.

주어진 번째 셀의 다음 상태는 자신과 이웃하는 두 개의 셀의 상태에 따라

결정되는데 GF() HCA의 다음 상태를 결정하는 상태전이함수는 다음과 같다.

                           (3.2)

여기서    는 시간 에서 번째 셀의 상태를 나타내며  ∊ GF()는

가중치를 나타낸다. 선형 GF() HCA의 상태전이행렬은 다음과 같은 삼중

대각행렬로 이루어진다. 이 때  는 번째 셀의 현재상태가 번째 셀의

다음상태에 영향을 주는 정도를 나타내는 가중치이며 GF()의 원소이다.

 





   … 

   … 

   … 

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

   ⋯ 





(3.3)

<예 3.3> 셀 GF() HCA의 전이행렬이 다음과 같다고 하자.


 
                                

  
  
  

(3.4)
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여기서 는 GF()를 생성하는 생성자이다. 따라서 GF()의 원소는

   이다. 또한 는 생성다항식 g(x)= x
2
+x+1의 해가 되고 생성

행렬 은 다음과 같다.

   
         
 
  (3.5)

유한체 위에서 곱셈과 덧셈을 대응시키기 위해 와  의 마지막 열벡터

를 대응시킨다. 위의 예에서 생성행렬  와 는 다음과 같다.

  
 
         
 
     

 
         
 
   (3.6)

  ,    ,    ,     이다.

따라서 GF()위에서 덧셈과 곱셈은 표 와 같다.

× 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 3 1

3 0 3 1 2

＋ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

  <표 > GF()위에서 곱셈과 덧셈 
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GF()위에서 기약다항식들의 주기는 <표 >와 같다. GF()에서 기약

다항식의 개수는 이 다항식의 차수일 때    

 │   


이다.

<정의 3.8> 뫼비우스 함수(Möbius function) : 정수 의 소인수분해가

   

 ⋯  일 때, 함수    →｛  ｝를 뫼비우스 함수라고 한다.

   







    
      ⋯  
 

(3.7)

예를 들어, GF()위에서 차의 원시다항식의 개수는
  


  이고

기약다항식의 개수는


                이다.

또한 모든 차 기약다항식은 
   을 나눈다.

<예 3.4> 
 
                             

  
  
  

이면 g(x)= x
3
+x+1 이다.

→     →    

→     →    

→     →    

→    
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GF()과 GF()위에서 곱셈과 덧셈표는 다음과 같이 만들 수 있다.

＋ 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 0 3 2 5 4 7 6

2 2 3 0 1 6 7 4 5

3 3 2 1 0 7 6 5 4

4 4 5 6 7 0 1 2 3

5 5 4 7 6 1 0 3 2

6 6 7 4 5 2 3 0 1

7 7 6 5 4 3 2 1 0

× 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7

2 0 2 5 7 6 4 3 1

3 0 3 7 4 2 1 5 6

4 0 4 6 2 7 3 1 5

5 0 5 4 1 3 6 7 2

6 0 6 3 5 1 7 2 4

7 0 7 1 6 5 2 4 ·3

   <표 > GF()위에서 곱셈과 덧셈

<예 3.5> 

 
                                                 

   
   
   
   

이면 g(x)= x 4+x+1 이다.

 →      →    

 →      →    

→      →    

→     →    

→      →    

→      →    

 →      →    

 →    
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＋ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 1 0 3 2 5 4 7 6 9 8 11 10 13 12 15 14

2 2 3 0 1 6 7 4 5 10 11 8 9 14 15 12 13

3 3 2 1 0 7 6 5 4 11 10 9 8 15 14 13 12

4 4 5 6 7 0 1 2 3 12 13 14 15 8 9 10 11

5 5 4 7 6 1 0 3 2 13 12 15 14 9 8 11 10

6 6 7 4 5 2 3 0 1 14 15 12 13 10 11 8 9

7 7 6 5 4 3 2 1 0 15 14 13 12 11 10 9 8

8 8 9 10 11 12 13 14 15 0 1 2 3 4 5 6 7

9 9 8 11 10 13 12 15 14 1 0 3 2 5 4 7 6

10 10 11 8 9 14 15 12 13 2 3 0 1 6 7 4 5

11 11 10 9 8 15 14 13 12 3 2 1 0 7 6 5 4

12 12 13 14 15 8 9 10 11 4 5 6 7 0 1 2 3

13 13 12 15 14 9 8 11 10 5 4 7 6 1 0 3 2

14 14 15 12 13 10 11 8 9 6 7 4 5 2 3 0 1

15 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

× 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 0 2 7 5 10 8 13 15 12 14 11 9 6 4 1 3

3 0 3 5 6 14 13 11 8 4 7 1 2 10 9 15 12

4 0 4 10 14 5 1 15 11 2 6 8 12 7 3 13 9

5 0 5 8 13 1 4 9 12 10 15 2 7 11 14 3 6

6 0 6 13 11 15 9 2 4 14 8 3 5 1 7 12 10

7 0 7 15 8 11 12 4 3 6 1 9 14 13 10 2 5

8 0 8 12 4 2 10 14 6 11 3 7 15 9 1 5 13

9 0 9 14 7 6 15 8 1 3 10 13 4 5 12 11 2

10 0 10 11 1 8 2 3 9 7 13 12 6 15 5 4 14

11 0 11 9 2 12 7 5 14 15 4 6 13 3 8 10 1

12 0 12 6 10 7 11 1 13 9 5 15 3 14 2 8 4

13 0 13 4 9 3 14 7 10 1 12 5 8 2 15 6 11

14 0 14 1 15 13 3 12 2 5 11 4 10 8 6 9 7

15 0 15 3 12 9 6 10 5 13 2 14 1 4 11 7 8

                     <표 > GF()위에서 곱셈과 덧셈



- 33 -

차

수

주기

(개수)
기약다항식

1
1(2)    
3(2)    

2
5(2)      

15(4)            

3

7(2)      

9(2)  

21(4)    

63(12)

                 

               

               

4

17(4)
              

    

51(8)

              

              

         

85(16)

                   

                

              

             

         

       

255(32)

                 

                  

                

               

              

                   

               

                   

              

 <표 > GF() 위에서 기약다항식들의 주기
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3.3 확장체 위에서의 다항식의 인수분해

3.3.1 GF()에서의 인수분해

    
  



 
는 GF()위의 제곱 항이 없는 차 모닉다항식이라 하고,

는 개의 서로 다른 기약다항식       ⋯    의 곱이라 가정

하자. 즉        ⋯   . 각   ≤  ≤  에 대하여      

라 하고 │라 하자. 그리고    │≤  ≤  라 하자.

<예 3.6> 이진다항식             

       

   

일 때            이고   이다.

다항식을 인수분해하는 문제는 일반적으로 매우 어렵지만 소수 를 법으로

하는 다항식의 인수분해 문제는 조금 쉬워진다. 법 에 관하여 차수 인

임의의 다항식을 인수분해하는 문제가 비트 정수를 인수분해하는 알려진

어떤 방법보다도 훨씬 쉽다. 다항식의 인수분해는 임의의 다항식을 인수분해

하는 Berlekamp[]의 구성적 알고리즘을 이용하면 된다.
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3.3.2 GF()위에서의 Berlekamp의 다항식 인수분해 알고리즘

    
  




가 GF()위의 차 모닉다항식일 때,           를

계산한다.  의 차수가 양수이면   │  이므로 와   에

이 알고리즘을 적용할 수 있다. 만일     이면   는 중근을 갖지 않으

므로  는 개의 서로 다른 기약다항식    ⋯    의 곱으로 인수

분해된다. 그러므로 서로 다른 기약다항식만을 인수로 갖는 다항식을 인수분해

하는 문제만 생각하면 된다. 따라서 지금부터   는 서로 다른 기약 다항식만을

인수로 갖는 다항식이라 가정한다.

<정의 3.9> × 행렬      를 다음과 같이 정의한다.

                 ⋯      
일 때, 의 행이

          …    인 행렬이다.

<예 3.7> 다항식            에대해 8차행렬      × 

를 구성하기 위하여 다음이 필요하다.

       

     

     

     

           

          

           

        
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그러므로

 

 
                                                                                                                                 

       
       
       
       
       
       
       
       

<보조정리 3.4> GF( )위의  차 다항식    
  



 
 에 대하여

   ≡      ⇔   ⋯         (3.8)

여기서  는 차 단위행렬이다.

(증명) 모든  ∊GF( )에 대하여    이므로

      

 
  

 

 
 

 
  

 

  
  

 

      
       

 
  

 


  

 

          


여기서 
  



    은 행렬곱   ⋯   의   번째 성분
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이다. 또한  는 행렬곱      ⋯    의   번째 성분이다.

그러므로

    ≡ 
  



 
  



        
  

⇔ 모든   ≤  ≤  에 대하여 
  



       

⇔      ⋯        

<정리 3.5>    
  



  
가 GF( )위의 차 모닉다항식일 때,

   
 ∊  

         (3.9)

이다. 이 때    
  



 

는     ⋯         이다.

(증명) 보조정리 에 의하여  │      가 성립한다. 임의의

에 대하여 모든  ∊ 가     의 근이므로 다음과 같은 식이 성립한다.

    
 ∊  

  이다. 따라서       
∊  

    이다.

 │ 
 ∊  

    이므로       
 ∊  

    이다.

      
∊  

     │ 
∊  

        이다.
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한편          │  이고 GF( )의 서로 다른 원소  에

대하여          는 서로소이다. 그러므로          와

      는 서로소이므로 
 ∊  

      │ 이다.

또한 가 모닉다항식이므로    
 ∊  

       이다. □

<정리 3.6> 중국인의 나머지 정리

영이 아닌 GF( )위의 다항식    ⋯     가 쌍마다 서로소라고 하자.

임의의 다항식    ⋯   에 대해 연립일차합동식

 ≡      

⋮

 ≡      

은 법   ≡    ⋯    에 관하여 단 한 개의 해   를 가진다.

(증명) (유일성)   와   가 연립일차합동식의 해라 가정하자.

즉    ≡         ≤  ≤  

  ≡         ≤  ≤  

그러면       ≡         ≤  ≤  이다.   ⋯   가

쌍마다 서로소이므로      ≡     ⋯  이다. 따라서
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 ≡        ⋯   .

(존재성) 각   ⋯ 에 대하여   

  

라 하자. 와  가

서로소이므로          인다항식    가존재한다.

특히    ≡     이므로  는 법  에 관한 
의

곱셈에 관한 역원이다.          ⋯    라면

≠ 일 때   │이므로        ≡   

이다. 따라서 가 주어진 연립일차합동식의 해이다. □

<보조정리 3.7>   의 서로 다른 기약 인수의 개수는 다음과 같다.

     ⋯   │   ⋯         (3.10)

즉 의 영공간      ⋯   │     ⋯         의

차원이  의 서로 다른 기약 인수의 개수이다.

(증명 )  가 개의 서로 다른 기약다항식      ⋯     의 곱

       ⋯   으로 인수분해된다고 하자. 보조정리 에 의하여

      ⋯   ∊     ⇔ ｜  
∈

  

  에 대하여   │       인  

가 존재한다.
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⇔ ∃    ⋯      ∊  
    ≡    

⋮

   ≡     

한편 임의의 원소  ⋯  ∊ GF( )에 대하여 중국인의 나머지 정리로부터

연립일차합동식의 유일한 해   가 존재한다.

 ≡  

⋮

  ≡   

각  에 대하여 개 원소가 가능하므로  가지 방법으로  ⋯ 을 선택

할 수 있다. 그러므로     ≡    인  개의 원소 가

GF( ) 안에 있다. 그러므로   의 영공간에는  개 원소가 있다. 그러므로

GF( )위의   의 영공간의 차원은 이다. 즉  의 서로 다른 기약인수의

개수이다. □

<예 3.8>                 │ ∊    

                   라 하면

는 1차원공간이다. 그러므로 는 한 개의 기약인수를 갖는다. 그러므로

  가 기약이거나   가 이진 1차 기약다항식의 8제곱이거나   가 이진

2차 기약다항식의 네제곱이거나  가 이진 4차 기약다항식의 제곱이다.

그러나 과 이   의 근이 아니므로   는 1차 인수를 갖지 않는다.

2차 기약다항식은 뿐이고, 이 다항식은   의 약수가 아니다.
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3차 기약다항식은      뿐이고, 이 두 다항식은   의약수가

아니다. 4차 기약다항식은   ,      ,   뿐

이고 이 세 다항식은   의 약수가 아니다. 그러므로  가 기약다항식임을

알 수 있다.

<예 3.9> 이진다항식             에 대하여 7차 행렬

      × 를 구성하기 위하여 
   ⋯ 를 구하면 다음과 같다.

  







      

               

               

그러므로   

 
                                                                                                   

      
      
      
      
      
      
      

  ⋯   ∊    이라면
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    

   

    

    

    

  

    

이 방정식들로부터            를 얻는다. 그러므로

       이다.

<예 3.10>   인    
        와  의 최대공약수를

구해보자.

         

                

이므로            이다.

                 │  ∊   

                 

               

은 2차원 공간이다. 그래서 는 두 개의 서로 다른 기약인수를 갖는다.

그러므로            이 기약이거나  가 이진 3차

기약다항식의 제곱이거나  가 이진 2차 기약다항식의 세제곱이다.
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        

      

           

     ≠  

        ≠         ≠ 

이므로  는 기약다항식이다. 따라서   는 두 기약다항식   ,

       의 곱이다.

3.3.3 GF()위에서의 다항식 인수분해

는 계수가 집합 GF()    ⋯   의 원소인 차 모닉

다항식이라 하자. 를 개의 서로 다른 기약 모닉다항식   ⋯  에

대해      
    

 ⋯    
    ∊ GF()  로 인수분해

하는것이 목표이다. 첫 단계로, 지수들     ⋯   중 보다 큰 것이 어느 것

인가를 결정한다.

      
 ⋯      

  인 경우 GF()에서

      
 ⋯  

             

     
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는 의 배수가 된다는 것을 알 수 있다. 즉 가 의 제곱을 인수로

갖는다면, 와   는 를 인수로 갖는다. 다시 말해, 가 제곱인수를

갖는다면, 와   는 서로소가 아니다. 그러므로     를

계산한다. 에 따라 다음과 같은 세 가지로 나눌 수 있다.

(1) 만일   이면 는 중근을 갖지 않으므로 는 개의 서로

다른 기약다항식   ⋯  의 곱     ⋯  으로 인수

분해된다.

<예 3.11> GF()위에서

                 ,

                   

             

          이므로     이고

따라서 와  는 서로소이다.

(2)    ≠ 이고    ≠ 이면, 는 의 자명하지 않은 인수이다.

의 인수들과

 

의 인수들에 이 알고리즘을 적용하여 의 인수들을

빠르게 구할 수 있다.

(3)     이면     이다. 이 경우는 의 항 들 중에서, 가

의 배수인 경우만 의 계수가 이 아니고, 의 배수가 아닌 경우는 일 때이다.
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<예 3.12> GF()위에서 계수가    ⋯   의 원소인 다항식

  
⋅  

   , 여기서  ∊    ⋯ 
    일때,

    
 

  이다.

  
 

  

  
  

 

  
   

 

 
  

 

 
     



  


여기서     
  이다.

<예 3.13> GF()위에서 계수가     ⋯   의 원소인 다항식

  
⋅   

⋅  ⋯  
  인 경우

  
⋅   

⋅  ⋯  
  

  
      

     ⋯  
  

 


 
   



   
    ⋯  



 
  





 
 



   
  



 ⋯  
  





 
  

  ⋯     


  

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여기서     
    

   ⋯     . 이 경우   를 기약

인수들로 인수분해한 다음, 각 기약 인수를 배하면 의 인수분해를

얻는다.

GF()에서            

          


   


이다.

그러므로 서로 다른 기약다항식만을 인수로 갖는 다항식을 인수분해하는

문제만 생각한다. 따라서 는 서로 다른 기약다항식만을 인수로 갖는

다항식이라 가정한다. 차 다항식 는 개의 서로 다른 기약다항식

  ⋯  의 곱     ⋯    
  



 이라 가정한다.

그리고     ×는 행이 
      인 GF(

)위의 차 행렬

이라 하자.

<정의 3.10> 각    ⋯    에 대하여

      ⋅


              ⋯    
 

           (3.11)

이 행인 행렬을     라 정의한다.

<예 3.14> GF( )위에서  를 인수분해

해보자.  는 제곱인수를 갖지 않는다.



- 47 -

8×8 행렬 를 구성하기 위하여 
      …    

 을 구한다.

 





 ․ 


 ․ 


 ․ 


 ․ 


 ․ 


 ․ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 
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









       
       
       
       
       
       
       
       










×


× 


× 


× 


× 


× 


× 


× 

<보조정리 3.8> G F ( )위의 n-1차 이하인 다항식 
 

 

 
에

대하여 가 n차 단위행렬일 때, 다음 식이 성립한다.




≡    ⇔    …       (3.12)

(증명) 모든 ∈GF()에 대하여   이므로


  






 



 
 


 



 
 

 

   
   


 

 


 



    


여기서 
 



 은 행렬곱      …    의 번째 성분이다.
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또한  는 행렬곱     …  의 번째 성분이다.





 




 



   


⇔ 모든 ≤≤ 에 대하여 
 



     

⇔  …   □

<보조정리 3.9> 
 



  
가 GF ()위의 n차 모닉다항식일 때,

 
∈

          (3.13)


 



  
는     …        을 만족하는 다항식이다.

(증명) 보조정리 에 의하여 ｜
가 성립한다. 임의의 에

대하여 모든 ∈ 가 


 의 근이므로 


  
∈

  이다.

따라서 


 
∈

이다. ｜ 
∈

  이므로

  
∈

이다.

또한   
∈

｜ 
∈

  이다.

한편    ｜이고 G F ( )의 서로 다른 원소  에
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대하여  는 서로소이다. 그러므로    와

   는 서로소이므로 
∈

    ｜이다.

가 모닉다항식이므로  
∈

   이다. □

<정리 3.10> 의 서로 다른 기약 인수의 개수는 다음과 같다.

｛    …  ｜   …     ｝ (3.14)

이다. 즉 의영공간｛   …  ｜   …   ｝의

차원이 의 서로 다른 기약인수의 개수이다.

(증명) 가 개의 서로 다른 기약다항식   …   의 곱으로 다음과

같이   …   으로 인수분해 된다고 하자.

    …  ∈ 

⇔ ｜   
∈



 

⇔    …  인 모든 에 대해

 ｜  
인  ∈GF (

)가 존재한다.

⇔ 즉   
 …    

∈G F 가 존재한다.
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≡   


⋮

≡ 


한편 임의의 원소  …  ∈GF(
)에 대하여 중국인의 나머지 정리로부터

연립일차합동식의 유일한 해   가 존재한다.

≡  

⋮

≡     

각 에 대하여 개 원소가 가능하므로  가지 방법으로  …   을

선택할 수 있다. 그러므로 
   인 개 원소 가

GF ( ) 안에 있다. 그러므로 의 영공간에는 개 원소가 있다.

그러므로 GF( )위의  의 영공간의 차원은 이다. 즉 의 서로

다른 기약 인수의 개수이다. □
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단계 1 : 를 계산한다.

≠ 이면 를 제곱항이 없는 형태로 만든다.

단계 2 : 식 에서 정의한 행렬 를 구성한다.

단계 3 : 의 영공간을 구한다.

영공간으로부터 각  ≤≤에 대하여          ⋯   

인 개의 일차독립인 벡터   ⋯   을 구한다.  은 자명한

해인   ⋯  으로 둔다. 이 때 의 영공간의 차원은 의

기약인수의 개수이다.

단계 4 : 각   ≤  ≺    에 대하여           을 계산한다.

여기서    는  에 의해 표현된 다항식이다.

          는 의 자명하지 않은 인수이다.

   는 이 아니고,      의 차수는 의 차수보다 작고,

가 ≡   ≺를 만족할 때마다

 
≤ ≺

  이 성립하기 때문이다.

   를 이용하여 를 개의 인수로 분해하지 못했다면

         ⋯ 에 대하여, 개의 인수를 찾을 때까지

         을 계산하여 구할 수 있다. 여기서 는

의 이미 밝혀진 인수로 나눈 다항식이다.



- 53 -

<예 3.15>

 









       
       
       
       
       
       
       
       

 









       
       
       
       
       
       
       
       

의 영공간의 일차독립인 벡터는               

       이다. 그러므로 는 개의 기약인수를 갖는다.

           

           

           

             

              ≤  ≤   를 계산하면 다음과 같다.

               

              

               
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그러므로 주어진 다항식의 인수분해는 다음과 같다.

    

 

   

      

              

3.3.4 시간복잡도

GF()에서 인수분해의 시간복잡도는   이다. 여기서   ,

은 다항식의 차수이다. 전형적으로 은  이다. 단계 1에서   , 단계 2

에서   , 영공간 알고리즘에서 일반적으로   ,    를

계산하는 유클리드 알고리즘에서      , 단계 4에서기껏해야   

이다. 그러므로 전체 시간복잡도는    이다.
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4. GF SACA의 특성분석

4.1 GF SACA

<정의 4.1> 선형 셀 GF  SACA : 선형 셀 GF  SACA 는

상태 만 유일한 attractor로 의 상태전이 그래프는 깊이가 인 한 개의 트리

로 구성된다.

선형 셀 GF  SACA 의 모든 상태의 개수는 이고, 임의의 도달 가능한

상태의 직전자의 수는 이다. 다음 정리는 의 전이행렬 의 중요한 성질이다.

<정리 4.1> 선형 셀 GF   SACA 의 전이행렬을  라 하면 다음이

성립한다.

(1)       

(2)       

(3) 의 특성다항식과 최소다항식은  이다.

(증명) (1) 상태 의 직전자의 집합은 │   이다. 의 상태전이

그래프에서 상태 의 직전자의 수는││  │  이어야 하므로

행렬 방정식   에서 자유변수는 개이다. 따라서     이므로

      이다.

(2) 의 상태전이그래프에서 │    │      이다.

또한      이므로      이다.
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(3) 의 상태전이 그래프의 깊이는 이므로 모든 상태 에 대하여    

이어야 한다. 따라서    을 만족해야 하므로 의 최소다항식은    

이다. 그런데 의 특성다항식은 차 다항식이다. 그러므로 의 특성다항식과

최소다항식은 모두 이다.

<예 4.1> 전이행렬이  
 
                           

  
  
  

인 선형 3셀 GF CA에 대하여 다음

이 성립한다.

(1)     

 
                           

  
  
  

→
 
                           

  
  
  

→
 
                           

  
  
  

(2)       

   
 
                           

  
  
  

→
 
                           

  
  
  

→
 
                           

  
  
  

→
 
                           

  
  
  

→
 
                           

  
  
  

(3)  의 특성다항식   과 최소다항식은 같다.

   
    
    
    

 
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그림 은 예 의 전이행렬에 대응하는 GF 선형 SACA의 상태전이

그래프이다.
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<그림 > 셀 GF  SACA의 상태전이 그래프 
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<정리 4.2> 선형 GF  SACA 에서 임의의 도달 가능한 상태의 서로

다른 두 직전자의 합은 상태 의 이 아닌 직전자 중의 하나이다.

(증명) 도달 가능한 상태 의 서로 다른 직전자 와 에 대하여     

이다.        이므로   는 의 직전자이다.  ≠  이므로   ≠ 

이다. 따라서   는 이 아닌 의 직전자 중의 하나이다.

그림 에서상태   의 직전자 중   과   의 합은 상태 의

직전자 중   과 같다. 의 한 임의의 도달 가능한 상태에서 가장 가까

운 순환상태 로 가는 상태변화를 -트리의 경로라 한다. 그림 에서

→→→은 -트리의 경로 중 하나이다.

<정리 4.3> 선형 GF  SACA 에서 하나의 -트리의 경로를 알 때

이를 기본경로로 하여 -트리의 나머지 부분을 기본경로에 놓인 상태들의

합으로 구성할 수 있다.

(증명) 상태 가 의 상태전이 그래프에서 한 도달 불가능한 상태라 하고

로부터  를 연속하여 적용하여  -트리의 한 기본경로 →→

⋯→    를 얻을 수 있다.    
    라 하자. 의 상태전이 그

래프에서 레벨 의 번째 상태          ⋯     를 다음과 같이

두자.

        
  

 

   (4.1)

여기서 는 를 진법으로 표현했을 때 각 자리의 수이다. 즉,
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     ⋯ 
 
  ≤  ≤         이다. 그러면 레벨 부터 레벨

까지 상태 수는 다음과 같다.


  



            (4.2)

Attractor를 포함한 의 상태전이 그래프의 모든 상태 수는        

이다. 또한 다음이 성립한다.

          
  

  

   

       
  

 

   (4.3)

              ⋯      

식 ( )에서    이고 상태전이 그래프에서 레벨이 하나 낮아질 때마다

상태의 수는 개씩 작아지므로  



라 두면        ⋯  

 
,

       ⋯      

  ⋯ 


  
이 된다. 따라서 식 ( )은 다음과 같다.

   

        

  

  

       (4.4)

그림 의  →  →  → 를 -트리의 기본경로라 하면

    은              을 만족한다.



- 60 -

4.2 여원 GF() SACA

<정의 4.2> 여원벡터 : 각 셀에 적용되는 상태전이 규칙이 XOR 논리와

XNOR 논리의 조합으로 이루어지는 여원 CA의 다음 상태를 나타내는 함수는

        이다. 여기서 를 여원벡터라 한다.

예 의 전이행렬 가 다음과 같은 -셀 GF HCA를 생각해보자.

 
 
                           

  
  
  

 (4.5)

이때, 여원벡터를    라 하면 주어진 -셀 GF  HCA의 구조는 다

음과 같다. 현재 상태가    일 때, 다음 상태 는      에 의해

구한다. GF 위에서의 곱셈과 덧셈표를 이용하여 를 구하면 다음과 같다.

 
 
                           

  
  
  

 
                           





 
                           





 
                           





현재 상태 에서 단계 후의 다음 상태는 다음과 같다.


     …  (4.6)

GF 위의 선형 셀 SACA 에서 여원벡터 가 의 상태전이 그래프

에서 레벨 에 있는 상태라 하면 에 대응하는 여원 CA 역시 SACA  ′가
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된다. 여원벡터의 위치가 SACA의 상태전이 그래프에서 레벨 에 있을 때,

여원 SACA  ′의 상태전이 그래프는 표 과 같은 규칙으로 재배열된다.

  GF 위에서 선형 SACA  GF 위에서 여원 SACA 

레벨 보다 상위 레벨에 있는 상태 레벨이 변하지 않는다

레벨 보다 하위 레벨에 있는 상태 레벨 에 재배열된다 

상태  (여원벡터) 레벨  에 놓인다 

레벨 에 있는 상태 레벨 이하에 놓인다

      <표 > 선형 SACA와 여원 SACA의 상태배열 관계 

<정리 4.4> 에서 하나의 -트리의 경로를 알고 주어진 여원벡터에 의해

로부터 유도되는  ′의 기본경로를 알면 이 두 경로에 의해  ′의 상태전이

그래프를 구성할 수 있다.

(증명)   →   → … →   을 의 기본경로라 하고 
′의 기본

경로를   →
   → … →

  라 하자.  ′의 상태전이 그래프에서

레벨의 번째 상태      … 를 다음과 같이 정의하자.

S l, k= S l- 1, 0 +(b l +1)S l, 0 + ∑
l- 1

i=1
b iS i, 0 (4.7)

는 를 진법으로 표현했을 때 각 자리의 수이다. 즉      …   

 ≤≤  이다. 그러면 레벨 부터 레벨 까지 상태 수는 다음과

같다.



- 62 -


  






           (4.8)

Attractor를 포함한  ′의 상태전이 그래프의 모든 상태 수는       

이다. 또한 다음이 성립한다.

            

                  
  

  

       

        

           

  

  

     

      

여기서   


   ⋯    


   ⋯ 


 
이다.
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그림 은 예 의 전이행렬에 대응하는 여원 GF  SACA의 상태전이

그래프이다.
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             <그림 > 셀 여원 GF  SACA의 상태전이 그래프
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4.3 GF() SACA 트리구성

정리 과 정리 에 의하여 다음과 같은 GF 위에서 SACA 상태전이

그래프 트리구성 알고리즘을 제안한다.

Step 1. 전이행렬 에 대하여    이고  ≠ 인 -트리의 도달

불가능상태 를 찾는다̂.

Step 2. 를 시작으로 하는 -트리의 기본경로를 찾는다.

   →     → ⋯ → 

Step 3.          
  

 

  에 의하여 -트리를 구성한다.

Step 4. 여원 SACA의 기본경로를 구한다. 여원벡터 가 도달 불가능한 상태면

    →     → ⋯ →
가 여원 SACA의 기본경로가 되고

여원벡터 가 이 아닌 도달가능한 상태면Step 1에서구한선형 SACA의

도달 불가능한 상태 에대해

     →     → ⋯ →
가

여원 SACA의 기본경로가 된다.

S tep 5.               
  

 

  에 의하여 
′의 트리를 구성한다.
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5. GF  HCA의 특성분석

5.1 GF HCA의 전이규칙 및 성질

GF 위에서 다항식    은 원시다항식으로 주기가 63이다.

이와 같이 GF  HCA는 GF CA와 비교하여 같은 차수의 원시다항식에

대하여 훨씬 주기가 길어지므로 아주 유용하다. 또한 차수가 같은 다항식에

대하여 원시다항식도 더 많이 존재하기 때문에 다양하게 응용할 수도 있다.

예를 들어 GF위에서 3차 다항식은      로 2개 존재하지만

GF 위에서의 원시다항식은 모두 12개로 다음과 같다.

    ,        ,     ,    

    ,     ,     ,    

     ,      ,      ,     

GF 위에서 차 원시다항식의 개수는    


이다. 예를들어      인

경우 원시다항식의 개수는  ⋅ 


   


 이다.

다음은 GF  HCA의 특성다항식 및 전이규칙에 대한 성질들을 분석하고

그룹 GF  HCA의 사이클 구조를 분석한다.
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5.1.1 GF HCA의 전이규칙

GF위에서 uniform CA를 GF 확장한 uniform HCA는 각 셀에 대하여

왼쪽 이웃에 대한 가중치가 모두 같고 오른쪽 이웃에 대한 가중치가 모두 같다.

즉 각 셀의 3-이웃에 대한 가중치를      라 하면 식 ()의 상태전이

행렬은 다음과 같다.

 

 
                                                                           

   ⋯ 
   ⋯ 
   ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯ 

(5.1)

여기서 은 셀의 왼쪽이웃에 대한 가중치를 나타내고 는 자기 자신에

대한 가중치, 은 오른쪽 이웃에 대한 가중치를 나타낸다. 이러한 uniform

HCA는 적용하는 전이규칙에 따라 그룹 HCA 또는 비그룹 HCA가 되기도 한다.

그룹 HCA는 상태전이행렬의 행렬식이 이 아니고 임의의 상태에 따른 이전

상태가 유일하다. 그러나 비그룹 HCA는 상태전이행렬의 행렬식이 이고, 임의의

상태에 대한 이전 상태가 유일하지 않고 상태전이그래프는 트리모양이 된다.

<정리 5.1> 전이규칙이 다음과 같은 셀 uniform HCA는 다음을 만족한다.

여기서 일반적인 는 이 아니다.

(1)      가     ,     또는      인 모든크기의

HCA는 그룹이다.
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(2) 
  을 만족하는 셀의 크기 에 대하여  ≠ 인 HCA는 그룹

HCA이고   인 HCA는 비그룹 HCA이다.

(3)      가      이고 셀의 수가 짝수인 HCA는 그룹 HCA이다.

(증명) (1)      가     인 경우의 상태전이행렬은 대각성분이

이고 나머지 성분은 인 대각행렬이고     인 경우의 상태전이

행렬은 상삼각행렬이며      인 경우는 하삼각행렬로 상태전이행렬의

행렬식은 모두 
 이다. 그러므로 주어진 uniform HCA는 그룹 HCA이다.

(2) 주어진 규칙을 갖는 셀 uniform HCA의 상태전이행렬을  이라 하자.

 의 행렬식에 대하여 다음과 같은 점화식이 성립한다.

│    │ ││ │ (5.2)

여기서   은 상태전이행렬  에서 행과 열을 제거한 부분행렬이다.

이를 이용하여 주어진 정리를 수학적 귀납법으로 증명할 수 있다.

  일 때 │ │   ≠ 이다.

  일 때 │ │ 
 
 

   이고 가정에 의해 이다.

  일 때│ │
  
  
  

 │ ││ │ 
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   또는    에 대하여 │ │≠이고    에 대하여

│ │  이라 할 때,│  │에 대하여

ⅰ) │   │ │ │  │ │ │ │

 │ │≠

ⅱ) │   ││ │  │ │ │ │

 │ │≠

ⅲ) │   ││ │  │ │ │ │

 │ ││ │ │ │

     

그러므로 ≠ 인 HCA는 그룹 HCA이고    인 HCA는

비그룹 HCA이다.

(3)ⅰ)    인 경우,│ │     이므로 다음이 성립한다.

│ │ │ │   
│ │ ⋯

  
│ │   

│ │  

ⅱ)    인 경우,│ │ 
 
 

  ≠   이므로 다음이 성립한다.
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│ │  │  │   
│  │  ⋯

  
│ │   

│ │≠

그러므로 │ │은 다음과 같다.

│ │ 






 

  

  

은 짝수

은 홀수

□

주어진 GF  HCA의 각 셀에 적용되는 전이규칙이 2가지 이상인 CA를

hybrid HCA라 한다. 다음 정리는 특정한 전이규칙이 교대로 사용되는

hybrid HCA에 대한 특성이다.

<정리 5.2> 셀 GF  HCA의 각 셀에 적용되는 전이규칙  가

다음과 같다고 하자.

 




   
    

 




   
    

그러면 다음이 성립한다.
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│ │ 






 

   짝수

  
 
      

 기타

(증명)    을  에서 1행부터   행까지, 1열부터   열까지 제거한

부분행렬이라 하자. 예를 들어    은  에서 1행과 1열을 제거한 부분행렬

이다.

ⅰ)   인 경우 전이규칙  에 대하여

│ │ ⋅│  ││   │  │   │이다.

이를 반복 적용하면 │ │   

이다.

또한 에 대하여 다음이 성립한다.

│  │  │  │이므로 반복하여 적용하면│  │   


ⅱ)     일 때, 전이규칙 에 대하여 다음이 성립한다.

│  │  │  │   
│  │  ⋯

  
│ │   

⋅  

ⅲ) 전이규칙 에 대하여
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│  │  │   ││   │

  ⋅│   ││   │

  ⋅│   ││   │

  
│   │

이므로     인 경우는

│   │   
│     │

  

  
  
  

 

이다. 그러므로 셀의 수가 짝수이고, 전이규칙  또는 를 갖는 hybrid HCA는

그룹이고, 셀의 수가     이고 전이규칙 를 갖는 hybrid HCA는 그룹

HCA이다. □

5.1.2 그룹 HCA의 사이클 구조

선형 셀 GF  HCA가 그룹 HCA인지 비그룹 HCA인지를 알 수 있는

방법은 상태전이행렬의 정칙여부에 따라 결정된다. 그러나 이 HCA의 상태전이

행동을 구체적으로 알기에는 부족하다. 이 절에서는 HCA의 구체적인 상태전

이행동을 분석하기 위해서 상태전이행렬의 특성다항식을 이용한다. 그룹 HCA

의 상태전이는 임의의 상태에 대한 이전 상태가 유일하게 결정되지만, 비그룹
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HCA는 그렇지 못하다. HCA의 특성다항식의 인수    중     을 만족

하는 최소차수의 다항식을 GF  HCA의 최소다항식   이라 한다.

     일 때,   이면 HCA는 비그룹 HCA이고,    이면 HCA는

그룹 HCA이다. 는 상태전이그래프에서 트리의 깊이를 결정하며 임의의 도달

불가능한 상태에서 가장 가까운 상태에 도달하는데 걸리는 시간이다.   는

HCA의 사이클 구조를 결정한다[].

 는 다음과 같은 형태를 이룬다.

       
     

 ⋯    
  (5.3)

Elspas[]는 GF( )위에서의 사이클 구조를 분석하였는데 이러한 결과는

GF 에서도 자연스럽게 확장가능하다. GF  HCA의 사이클 구조를 분석

하기 위하여 다음과 같은 경우로 간단히 하여 분석한다.

(1)        (    : 기약다항식 )

 의 주기는        │    이고, 이 경우 사이클 구조는

      이다. 이 때  
 


이다.

<예 5.1>  
 
                           

  
  
  

일 때,

      이고  │ 이다. 또한  
  


 

 이다.



- 73 -

001 033

230

011

310

003

120

022 002

010 323

233

131

311

030

122

212 020
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000

<그림 > 셀 GF  HCA의 상태전이 그래프

(2)        (   : 기약다항식 )

   ≤  이고,  의 주기가 이면 주어진 HCA의 사이클의

길이는     ⋯  가 존재하고 사이클의 구조는 다음과 같다.

           
  ⋯   

     에서 는 주기가

인 사이클의 개수를 의미한다.    │    
   이라 하자.
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 ∊  이면,     
  이지만   ≠ 이다. 이러한 상태 는

의 주기를 갖는 사이클에 속한다. 따라서  
    


이다.

여기서   는 집합 의 원소의 개수를 나타낸다.

<예 5.2>  
 
                           

  
  
  

일 때         이다.
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030
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011

220
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332

022

211
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       <그림 > 셀 GF  HCA의 상태전이 그래프
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(3)        (      : 기약다항식 )

     의 차수를 각각  라 하고, 주기를 각각  라 하자. 그러면

 에 의해 생성되는 사이클은        이고  에 의해 생성되는

사이클은        이다. 따라서     에 의해 생성되는 사이클의

구조는                             이다.

여기서        이고      이다.

<예 5.3>  
 
                           

  
  
  

에서, 셀 GF  HCA의 최소다항식이 다음과 같이

        이라 할 때, 사이클 구조는 <그림 >과 같다.
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<그림 > 셀 GF  HCA의 상태전이 그래프
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5.2 GF HCA의 특성다항식

GF  HCA의 상태전이행렬에서 오른쪽 이웃과 왼쪽 이웃에 대한 모든 가중치를

동일하게 두는 것은 GF위에서의 90/150 CA에 대한 자연스러운 확장이다.

따라서 가중치를 동일하게 두었을 때 상태전이행렬은 다음과 같다.

 

 
                                                                           

   ⋯ 
   ⋯ 
   ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯ 

 (5.4)

는 가중치로    ⋯    의 원소이다. 주어진 상태전이행렬을

    ⋯  로 나타내기로 하고 이를 전이규칙이라고 하자. 다음 정리는

셀 GF  HCA의 특성다항식에 관한 점화식으로 GF  HCA의 전이규칙을

찾을 수 있는 정리이다. 수학적 귀납법으로 간단히 증명할 수 있다.

<정리 5.3> 셀 GF  HCA의 전이규칙이    ⋯  이고 특성다항식이

△이라 하면 다음 점화식을 만족한다

△    △   
△     △   △   (5.5)

셀 GF  HCA의 특성다항식이 점화식 ()를 만족한다면 이식은유클리드

알고리즘을 만족한다. 즉, △와 △ 가   와 △을 유일하게 결정한다.

여기서 중요한 것은 몫이 항상 일차이어야 한다. △과 △ 을 알고 있다고

가정하면 유클리드 알고리즘에 의하여   과 △가 유일하게 결정될 것이다.
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다시 △ 과 △ 에 유클리드 알고리즘을 적용하면    과 △ 을

계산할 수 있다. 유클리드 알고리즘의 반복적 적용은 CA의 특성다항식 계산

과정의 역과 같다. 다시 말하면 유클리드 알고리즘을 이용하여 특성다항식

으로부터 셀 GF  HCA의 전이규칙을 찾을 수 있다.

다음은 △과 △을 알고 있을 때 유클리드 알고리즘을 이용하여 그

주어진 다항식을 특성다항식으로 갖는 GF  HCA의 전이규칙을 찾는

예이다.

<예 5.3> GF  HCA의전이규칙이      일때, △  
   

이고 △  
 이다. 이 다항식에 유클리드 알고리즘을 적용하면 다음과 같다.

피제수 제수 몫 나머지

                 

             

        ⋅

             

여기서 몫의 상수만 취해서 역으로 나열하면    이고 나머지에서

가중치가 임을 알 수 있다. 그런데 △  
이면      을 얻고

△  
       라 면       을 얻는다. GF 위에서 차

기약다항식을 특성다항식으로 갖는 90/150 GF  CA는 △ 이 유일하게

존재한다[]. 이와 달리 위에서 차 기약다항식을 특성다항식으로 갖는

셀 GF  HCA는 위의 예처럼 여러 개 존재한다.
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또    에 대응하는 GF  HCA 규칙은     ,     ,

    도 있지만, 각 셀의 이웃에 대하여 가중치가 다른 HCA도 존재한다.

예를 들어 상태전이행렬이  
 
                           

  
  
  

인 HCA의 특성다항식도     

이다. 그러나 이것은 GF() 입장에서 볼 때 90/150 CA가 아닌 경우이므로

이러한 경우에 대해서는 배제하기로 한다.

정리 에 의하여 △과 △ 을 알 때 HCA의 전이규칙을 찾을 수 있음을

보였으나 △을 찾을 수 있는 방법이 매우 어렵다. 주어진 다항식에 대한

동반행렬과 HCA의 상태전이행렬이 닮음이라는 사실로부터 다음과 같은

성질을 얻을 수 있다.

<정리 5.4> 원시다항식      
  ⋯    를 특성다항식

으로 갖는 셀의 상태전이행렬이     ⋯  이고, 정칙 상삼각행렬

와   에 대한 동반행렬  가 다음과 같다고 하자.

    






    
      
    
 ∊  

  

     




          
    
 

기타

기타

여기서 는  의 계수이다. 그러면 다음이 성립한다.
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




   

 

  

    


       

  

    

 (5.6)

(증명) 주어진 와 가 같은 특성다항식을 가지므로 두 행렬은 닮은 행렬이다.

따라서   라 두고 풀면 다음의 결과를 얻는다.

  

         

   

   

위 식으로부터   를 대입하면 위와 같은 점화식이 성립한다. □

<예 5.4>       일 때 를 구해보자.

의 특성다항식은     이므로 동반행렬은  
 
                           

  
  
  

이다.

  이므로  
 
                                    

  
  
  

 

 
                           

  
  
  

  ≠   ∊GF(
)

그러므로 가능한 는 다음과 같다.

 
 
                           

  
  
  

  
 
                           

  
  
  

  
 
                           

  
  
  

위의 식에 의하여 상태전이행렬 의 대각성분을 다음과 같이 구한다.
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  ⋅       
⋅         

다음은       일 때, 를 구하는 방법이다.

<예 5.5> 의 특성다항식은     이므로  

 
                                             

   
   
   
   

이 된다.

 

 
                                                         

   
   
   
   

라 하면  

 
                                             

   
   
   
   

이므로    를 풀면

  

 
                                             

   
   
   
   

 ∊ GF() 이다.

그러므로   ․     
 ․    

․     이다.

Cho [] 등은 주어진 GF()위에서의 기약다항식에 대한 90/150 CA를 찾는

방법을 소개하였다. 이는 기존의 방법보다 훨씬 개선된 방법이다. 그러나

GF  기약다항식에 대한 GF  HCA를 구하는 방법은 아직까지 존재하지

않는다.
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6. 결 론

CA는 인접한 이웃들과 결합논리로써 서로 연결되어 있고 그 형태가 규칙적인

배열로 구성되어 있고, 난수성이 우수하여 수열을 발생시키는 성질을 가지고

있어 혼돈과 확산의 효과가 뛰어나 암호 알고리즘 설계를 위해 LFSR의 대안으로

제안되고 있다. CA는 LFSR과 비교하여 랜덤성이 우수하다는 것이 알려지면서

의사 난수 패턴 생성기, 해쉬 함수, 스트림 암호 알고리즘 등의 고속화 응용에

많이 활용되고 있다. 하지만 CA는 오랫동안 모델링과 컴퓨팅 패러다임 및 많은

물리계를 모델링하는데 사용되어 왔으나 이런 시스템 모델을 연구함에 있어

물리계의 복잡성이 증가하여 CA를 이용한 모델은 매우 복잡하고 분석적으로

추적하기가 어렵게 되었다.

본 논문은 개의 기억소자가 한 개의 셀을 이루는 GF() 위에서 셀 선형

SACA의 특성을 분석하고 선형 SACA로 부터 유도되는 여원 SACA의 상태전이

행동을 분석하였다. 또한 GF() 위에서 선형 SACA의 기본경로와 여원

SACA의 기본경로를 통하여 SACA의 상태전이 그래프를 분석하는 알고리즘을

제안하였다. 또한 비트단위에서 처리하는 GF(2) 위에서 CA보다 복잡한 시스템을

모델링하기에 적합한 GF() HCA에 대하여 분석하였다. 특히 그룹 HCA가

되는 여러 가지 전이규칙들을 제시하였고, 최소다항식의 형태에 따른 HCA의

상태전이행동을 분석하였다. 또한  CA의 자연스런 확장인 GF()

HCA의 특성다항식에 관하여 여러 가지 성질들을 밝혔다.
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