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Abstract 

 

  

This thesis presents a controller using PID method for two-

wheeled inverted pendulum to be stabilized. It also presents 

development results of two-wheeled inverted pendulum as follows: 

Two-wheeled inverted pendulum is composed of an inverted 

pendulum and a chassis with two coaxial wheels. Kinematic modeling 

and dynamic modeling based on Lagrange equation are presented for 

two-wheeled inverted pendulum. Based on the kinematic modeling, 

first PID controller is proposed to stabilize the two-wheeled 

inverted pendulum based on inclined angle error between reference 

angle and real angle of the two-wheeled inverted pendulum. The 

first PID controller generates desired angular velocities of the two-

wheeled inverted pendulum to be stabilized. Based on errors 

between the desired angular velocities and real angular velocities of 

two wheels of the two-wheeled inverted pendulum, second PID 
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controller is proposed. The second PID controller makes torques as 

inputs of dynamic modeling, and track angular velocities of the two-

wheeled inverted pendulum to the desired angular velocities. A 

control system to implement the designed controller is developed 

based on TMS320F28335 microcontroller. To obtain information of 

two-wheeled inverted pendulum state variables, the following 

sensors are used: encoder and inclinometer sensor. The angle of the 

two-wheeled inverted pendulum is measured using the inclinometer. 

Two-wheeled inverted pendulum is manufactured to experiment the 

proposed controller. Finally, the simulation and experimental results 

are shown to prove the effectiveness of the proposed controllers. 
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제 1 장  서 론 

 

 

 

1.1 연구 배경 및 동기 

 

산업용 로봇, 2족 보행로봇, 캐터필터형 로봇 등 이동성이 

중요한 로봇이 주어진 동작을 정확히 수행하기 위해서는 

액추에이터의 정밀한 동작을 요구한다. 이 액추에이터의 정확한 

동작을 위해서 제어의 개념이 필요하게 된다. 제어란 어떤 

시스템에서 입력신호를 잘 설계하여 출력신호가 원하는 특성을 

따라가도록 하는 것을 말한다. 제어공학은 산업혁명의 원동력이 

된 증기기관의 속력조절에 쓰이면서 주목받기 시작하였고, 현대 

산업과 문명의 발전으로 인해 각종 공정과 시스템들이 

고도화되고 대형화됨에 따라 제어공학의 필요성은 더욱 높아지고 

있다. 제어는 우주 비행체 시스템, 미사일 유도 시스템, 로봇 

시스템 등 공학과 과학의 발전에서 중요한 역할을 해오고 있다. 

오늘날 시스템은 사용자의 요구에 따라 더욱 복잡해지고 동시에 

시스템의 비선형적인 요소가 증가함에 따라 사용되는 제어 

기법이 점점 어려워지고 있다. 이러한 비선형적 요소가 많은 

시스템의 대표적인 예로 이륜도립진자 시스템을 이야기할 수 

있다. 도립진자 시스템은 미사일 제어, 크레인 제어 및 2족 보행 

로봇의 자세제어 등의 기본이 되는 비선형 시스템의 대표적인 



 2 

예로서, 현재 산업 전반에 수행되고 있는 위치 및 자세 제어 

분야의 다양한 시스템에 응용 가능한 시스템이다. 실제로 

도립진자 시스템은 제어이론을 입증하는 데 이용되고 있으며, 

여러 가지 제어 시스템의 효율성을 입증시켜 주는데 넓게 

사용되어지고 있다. 도립진자 시스템은 1965년 Kapitza가 로켓 

발사대를 안정화시킬 목적으로 연구를 시작한 이후, 고전제어 

기법에서부터 최적제어기법에 이르기까지 다양한 제어 기법들이 

적용되어 왔으며[1], PID[2], LQR(Linear Quadaratic 

Regulator)[3], 극점 재배치 제어기[4] 등을 이용한 연구들이 

진행 되었고, 영국의 R.F. Harrison은 (NLQR)을 이용한 

시뮬레이션 결과를 LQR 의 결과와 비교하기도 하였다[5].  

기후변화에 대한 감수성과 경각심이 높아지고 있는 이때 보다 

친환경적이고 저비용이면서 유연하고 쉽게 탈수 있는 이동수단에 

대해서 최근 관심이 높다. Fig. 1.1은 유럽에서 대중교통수단으로 

제안되어 개발되고 있는 GM사와 PUMA사가 공동개발한 

Segway이다. 이것은 이륜도립진자형의 두 개의 바퀴를 가지고 

있어 차량의 접근이 제한된 도심의 좁은 거리를 빠르게 이동할 

수 있다. 작은 크기와 줄어든 중량은 연료의 효율성을 향상시킬 

수 있으나 개발 비용과 유지 보수 고가 등의 문제점을 가지고 

있다[34]. 
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Fig. 1.1 GM-Segway PUMA 

 

대중교통수단이 아닌 개인용 이동 수단을 살펴보면, Dean 

Kamen에 의해 발명된 Fig. 1.2와 같은 SEGWAY가 있다. 최근 

이것은 플랫폼 위에 서 있는 사람을 두 개의 바퀴로 균형을 

유지하고 좁은 공간에서 안정적인 주행이 가능하다. 조종 

손잡이를 가지고 있어 좌우로 방향 전환이 가능하고 제자리에서 

360o 회전이 가능하다. SEGWAY의 기울기를 측정하기 위해서 

다수의 자이로 센서와 기울기 센서로 구성되어 있다. 전체 

시스템에서는 단지 3개의 자이로 센서만 사용하고 나머지 다른 

센서들은 안전예방용으로 포함되어 있다.  
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Fig. 1.2 SEGWAY  

 

하지만 SEGWAY의 기울기 측정에 사용되는 매우 고가의 

자이로 센서와 기울기 센서를 사용하므로 일반적으로 

사용하기에는 큰 제약이 따르므로 이에 신경망 제어기를 

사용하여 저가의 자이로 센서의 성능을 향상시키는 것에 대한 

연구가 이루어졌다. 또한 자이로 센서는 시간이 지남에 따라 

발생하는 누적오차로 정확한 기울기 측정에 어렵게 된다. 따라서 

이러한 문제를 개선하기 위해서 자이로 센서의 누적오차 보상에 

관한 연구가 절실히 요구된다.  
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이륜도립진자의 주된 목적인 안정화에 대한 몇몇의 연구와 

제어기법이 소개되었다. 1988년 Q. Feng 등은 극점 배치법과 

최적제어기법을 비교하여 도립진자의 안정화에 대한 시뮬레이션 

결과를 발표하였다[4]. 그러나 이 결과는 시스템의 상태가 

평형점 주위의 미소 변위에서 선형화된 근사 모델에 대해서만 

성립되며, 시스템의 상태가 평형점에서 벗어나면 불안정한 

상태인 단점을 가지고 있으므로, 비선형성을 고려한 제어가 

요구된다. 1989년 Yamafuji와 Kawamura는 1 자유도의 모델을 

세우고 자세각에만 초점을 두어 Routh-Hurwitz 안정성에 기반을 

두고 실험을 수행하였다[32]. 1997년, Ha와 Yuta 등은. 몸체의 

양 쪽에 구동 바퀴를 두고 이외의 다른 보조 바퀴를 두지 않고, 

상대적으로 빠른 속력으로 주행하고 자세를 유지하며 평면상을 

자율 주행하는 결과를 보였다[33]. 2000년 Segway에서는 사람 

운송장치(human transporter)를 개발하였고, 타고 있는 사람의 

무게 중심 이동과 핸들 바의 수동적인 동작으로 제어를 통해 

구동하였다[34]. Segway는 시스템의 자세각 제어에 대해 PID 

제어기를 이용하였고, 기계의 구조적인 형상에서 Ha나 다른 

연구자들이 개발한 로봇과 비슷한 형상을 하고 있으나 사람의 

제어 능력을 이용한다는 점에서 차이가 많다고 볼수 있다. 

2002년 F. Grasser 등은 JOE라는 도립진자를 만들었다[11]. 

이것은 각 바퀴에 기어박스가 연결된 DC 모터로 구동되는 

대차와 도립진자로 구성되어 있다. 도립진자 시스템의 균형을 

유지하기 위한 여러가지 센서를 기반으로 하여 선형화된 모델을 

제어하게 된다. 이전까지의 다른 연구가 간략화된 1차원적인 

모델을 많이 사용하였던 것에 비하여, 그들은 보다 향상된 
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수학적 모델을 사용하여 동역학을 기술하였다. 2007년 S. Y. Seo 

등은 도립진자의 자세 제어에 대하여 기구학적으로 불안정한 

도립진자 시스템의 제어이득 결정을 위하여 LQR(Linear 

Quadratic Regulator) 제어기를 선택하였다[3]. 이러한 

선형제어들은 이론적으로 제어기의 구조가 복잡하지 않아 널리 

사용된다[6-29]. 그러나 시스템에 불확실성이나 외란이 발생할 

경우, 제어기가 만족할 만한 성능을 발휘하지 못할 수가 있다. 

따라서 도립진자의 불확실성과 외란이 발생할 경우, 안정성을 

가지는 강인한 제어기법이 요구된다. 1998년 J. Ackermann등은 

Ackermann공식을 기반으로 한 슬라이딩모드 제어기를 설계하고 

제어기 성능을 시뮬레이션 결과로만 증명하였다[24]. 2007년 M. 

T. Kang은 모터의 회로방정식을 이륜도립진자의 역학적 

운동방정식과 결부한 동력학적 모델링 식을 제안하였고, 이 

모델링에 기반을 두어 Ackermann 공식을 이용한 슬라이딩 모드 

제어기를 설계하고 제어기 성능을 시뮬레이션과 실험 결과로 

증명하였다[20].  

하지만 상기의 연구들은 이륜도립진자의 안정성 및 

자율이동을 목적으로 하였으며 이륜도립진자의 경로추적에 대한 

연구는 미비한 실정이다. 따라서 이륜도립진자의 경로추적에 

대한 연구가 절실히 필요하다. 
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1.2 연구 목적 및 방법 

 

최근에 개인 이동 수단으로 많이 이용되는 이륜도립진자는 

주행이나 방향 전환 시 수평면에서 다양한 환경조건에서 항상 

몸체의 안정성을 확보하기 위해 자율적인 제어가 가능하여야 

한다.  

본 연구의 목적은 안정화되는 이륜도립진자를 개발하는 

것이다. 이를 위해 몸체의 균형 유지를 위해 제어기를 설계하며 

이륜도립진자 몸체의 기울기 측정을 위하여 기울기 센서를 

사용한다. 제안된 제어기의 성능과 유효성을 검증하기 

시뮬레이션과 실험결과를 제시한다.  

본 연구의 내용을 다음과 같이 요약한다. 

첫째, 이륜도립진자의 구성에 대해 서술한다. 이륜도립진자는 

몸체와 동일한 축에 배치된 두 개의 구동바퀴로 구성되어 있다. 

이륜도립진자가 수직방향으로 안정화 되고 직선주행 및 회전이 

가능하게 하기 위해서 2 개의 모터가 양쪽 바퀴를 구동하게 된다. 

둘째, 수평면에 대한 이륜도립진자의 운동학적 모델링과 

동역학적 모델링을 제시한다.  

셋째, 이륜도립진자의 모델링을 바탕으로 이륜도립진자를 

안정화시키기 위한 제어기를 제안한다.  

넷째, 설계된 제어기를 구현하기 위한 제어시스템은 

TMS320F28335를 기반으로 개발한다. 또한 본 연구의 실험을 

위한 이륜도립진자를 제작한다. 이륜도립진자의 위치 및 선속도 
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는 모터에 부착된 엔코더와 기울기 센서를 사용하고, 이를 적용 

하여 기울기를 측정한다.  

다섯째, 제어기의 유효성을 검증하기 위해 시뮬레이션과 실험 

결과를 제시한다. 

마지막으로, 본 연구의 결론 및 향후 연구에 대하여 기술한다. 
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1.3 연구 내용 및 범위 

 

수평면에서 몸체 균형 유지와 경로추적 가능한 이륜도립진자를 

모델링하고 이를 제어하기 위한 PID 제어기를 제안하며 

시뮬레이션 및 실험을 통해 그 타당성을 검증한다. 본 논문의 

구성은 다음과 같이 이루어진다. 

 

제1장: 서론 부분으로 도립진자를 이용한 종래의 연구결과와 

연구동향을 살펴보고, 본 연구의 필요성과 목적을 

제시하며, 연구목적을 달성하기 위한 방법, 본 연구의 

구성 및 내용에 개략적으로 제시한다. 

제2장: 이륜도립진자의 구성과 운동학적 모델링과 동역학적 

모델링을 제시한다. 

제3장: 이륜도립진자의 모델링을 바탕으로 안정화 시키는 제어기 

설계에 대해 기술한다. 

제4장: 제어기의 유효성을 검증하기 위해 시뮬레이션과 실험 

결과를 제시한다. 

제5장: 본 연구의 결론 및 향후 연구에 대하여 기술한다. 
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제 2 장 이륜도립진자 시스템의 구성 

및 모델링 

 

본 장에서는 이륜도립진자의 시스템 구성을 서술하고, 또한 

수평면에서 이륜도립진자의 안정화를 하기 위한 운동학적 

모델링과  동력학적 모델링을 제시한다. 

 

2.1 이륜도립진자 시스템의 구성 

 

본 연구에 사용된 이륜도립진자의 구성은 Fig. 2.1과 같다. 

이륜도립진자는 몸체, 구동바퀴, 제어시스템과 센서들로 구성되어 

있다. 제어시스템 및 기울기센서 (inclinometer)가 대차의 윗면에 

설치된다. 2개의 구동바퀴들이 대차의 좌우에 설치되어 DC모터에 

의해 구동되며 이륜도립진자 의 균형유지하도록 한다. 각각의 

모터에는 엔코더가 부착되어 몸체의 이동거리와 바퀴의 

회전속도를 측정하게 된다. 이륜도립 진자를 제어하기 위한 

제어시스템은 마이크로프로세서 DSP TMS320F28335를 

사용한다. 그리고 본 연구에 개발된 실제 이륜도립진자를 Fig. 

2.2에 나타낸다. 
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① Platform ② DSP TMS320F28335 

③ Inclinometer ④ Motor & Encoder 

⑤ Wheel ⑥ Chassis 

○7  Touch sensor  

Fig. 2.1 Configuration of Mobile Inverted Pendulum 

 

 

Fig. 2.2 Mobile Inverted Pendulum 
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2.2 이륜도립진자 제어시스템의 구성 

 

이륜도립진자를 제어하기 위한 제어시스템의 구성도는 Fig. 

2.3과 같다. 

 

 

Fig. 2.3 Configuration of Control System 
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이 제어시스템은 호스트 컴퓨터부, 마이크로 컨트롤러부, 

엑츄에이터 드라이버부, 기울기 센서부, 터치 센서부, 그리고 

엑츄에이터부로 구성된다. 호스트 컴퓨터는 RS232 시리얼 

통신을 이용하여 이륜도립진자의 수동조작을 위한 명령 전달과 

데이터수집을 하고, 마이크로 컨트롤러부는 DSP 

TMS320F28335를 사용하여 모터에 부착된 엔코더와 센서부의 

신호를 계속적으로 입력을 받아 제어 연산을 수행한 후 PWM 

제어 신호를 엑츄에이터 드라이버부에 출력한다. 엑츄에이터부는 

좌우DC모터 2개로 구성되고 좌우바퀴를 구동한다. 센서부는 

기울기 센서, 터치 센서로 구성되어 있고, 센서 신호를 마이크로 

컨트롤러에 전송하여 몸체의 기울기를 구하는 데 사용된다. Fig. 

2.4는 본 연구를 위해 개발된 실제 제어시스템을 나타낸다. 

 

 

Fig. 2.4 Control system 
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2.3 기울기 센서(inclinometer)의 특성 

 

본 절에서는 이륜도립진자의 몸체 기울기와 회전 각속도 

(angular velocity)를 검출하는 기울기 센서(inclinometer) 특성을 

기술한다. 기울기 센서는 회전하는 물체의 초당 각속도(angular 

velocity)를 측정하는 센서로서 이러한 각속도(angular velocity) 

데이터를 마이크로컨트롤러를 통하여 적분 연산한 후 원하는 

기울기 각을 얻을 수 있다. 본 연구의 적용된 기울기 센서는 Fig. 

2.5와 같다. 

 

 
Fig. 2.5 Inclinometer Sensor 

 

기울기 센서의 제품의 정격은 Table 2.1과 같다. 

 

Table 2.1 Inclinometer Sensor’s Specifications 

특 성 범 위 

공급전압  12DC V  

출력 0 ~ 10V  

측정 각 범위 60 ~ 60- o o  
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2.4 운동학적 모델링 

 

 

이 절에서는 수평면에 대한 이륜도립진자의 직선운동을 위한 

운동학적 모델링을 제시한다. 

 

2.4.1 운동학적 모델링 

Fig. 2.6은 수평면 위를 주행하는 이륜도립진자의 운동학적 

모델링을 위한 좌표계로 표현한 것이다. 좌표계 X-0-Y 는 전체 

좌표를 나타내며 X-Y는 이륜도립진자의 운동좌표계를 나타내며 

COG는 이륜도립진자의 무게중심(center of gravity)를 나타낸다. 

 

 

Fig. 2.6 Coordinates of two wheeled  inverted pendulum 
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Fig. 2.6 에서 보면 r 은 바퀴의 반지름,  L은 바퀴 사이의 

거리, d는 L바퀴 중심축에서 COG 까지, v 는 이륜도립진자의 

속도, f 는 이륜도립진자의 회전 각도를 나타낸다.  

먼저 이륜도립진자의 속도 v 와 각속도 w 를 좌우바퀴의 

선속도와의 관계식을 구하면 다음과 같다. 

 

2
R Lv v

v
+

=                                           (2.1) 

R Lv v

L
w

-
=                                           (2.2) 

w f=                                                (2.3) 

 

여기서 ,L L R Rv r v rw w= = 는 각각 좌우 바퀴의 선속도이며, 

Lw  과 Rw 은 각각 좌우 바퀴의 회전 각속도이다.  

d=0일 경우 이륜도립진자의 속도 v를 이용하여 x , y 축 상의 

이륜도립 진자의 속도를 구하면 다음과 같다.  

 

cosx v f=&                                            (2.4) 

siny v f=&                                            (2.5) 

 

위의 식 (2.1)-(2.5)를 정리하면 이륜도립진자의 x , y 에서의 

속도는 다음과 같다. 
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cos 0

sin 0

0 1

x
v

y

f

f
w

f

é ù é ù
é ùê ú ê ú= ê úê ú ê ú
ë ûê ú ê úë û ë û

&

&

&
                                 (2.6) 

 

위의 식(2.6)에서 이륜도립진자의 무게 중심에서의 속도를 

구하면 다음과 같이 된다. 

 

2 2 R

L

r r
v

r r

L L

w

ww

é ù
ê ú é ùé ù

= ê ú ê úê ú
ë û ë ûê ú-

ê úë û

                                (2.7) 

 

식 (2.6)와 (2.7)을 정리하면 다음과 같이 이륜도립진자의 

운동학적 운동방정식을 구할 수 있다. 

 

cos cos
2 2

sin sin
2 2

R

L

r r

x
r r

y

r r

L L

f f

w
f f

w
f

é ù
ê ú

é ù ê ú
é ùê ú ê ú= ê úê ú ê ú ë ûê ú ê úë û

ê ú-
ê úë û

&

&

&
                         (2.8) 

 

2.5 동역학적 모델링 

 

2.5.1 수평면 동력학적 모델링 
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이륜도립진자의 동역학적 운동방정식은 위치에너지와 운동에너지 

에 의해 구할 수 있다. 이륜도립진자의 좌표계는 Fig. 2.7와 같이 

구할 수 있다.  

 

 

Fig. 2.7 Coordinates of Two Wheeled Mobile Inverted 

Pendulum 

 

Table 2.2은 이륜도립진자의 모델링을 위한 매개변수들을 

표시한 것이다.  

 

Table 2.2 Parameters Used for Two-wheeled Inverted 

Pendulum 

Parameter Description 

,R Lq q  [ rad ] 바퀴의 회전각 
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,x y  [m ] 이륜도립진자의 위치 

f  [ rad ] 이륜도립진자의 방향각 

q  [m ] 이륜도립진자의 기울어진 각 

,g wM M  [ kg ] 몸체와 바퀴의 질량 

gl  [m ] 바퀴 축과 무게중심 사이의 거리 

L  [m ] 두 바퀴 사이의 거리 

r
 
[m ] 바퀴의 반지름 

gI  
[

2kgm ]  몸체의 관성질량 모멘트 

waI , wdI  [
2kgm ] 바퀴 축 및 수직방향  관성질량 모멘트 

raI , rdI  [
2kgm ] 모터의 로터축 및 수직방향 관성질량 모멘트 

1g =
 

모터의 기어비 

,r lw wt t
 

각 바퀴의 토크 

 

이륜도립진자는 전형적인 non-holonomic system이므로 

운동학적인 제약조건을 해결하여 제어해야 한다. 이륜도립진자가 

수직으로 이동할 수 없다고 가정할 경우 다음과 같은 운동학적 

구속조건이 생기게 된다.  
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sin cos 0x yf f- =& &                                       (2.9) 

 

그리고 이륜도립진자가 슬립이 일어나지 않는다면 식 (2.10)-

(2.11) 을 만족하게 된다 

. 

sin cos
2

R

L
x y rf f f q+ + =& && &

                            (2.10) 

sin cos
2

L

L
x y rf f f q+ - =& && &

                             (2.11) 

 

위의 두식을 더하게 되면 다음과 같은 (2.12)식이 성립되며, 뺄 

경우에는 식(2.13)이 성립된다. 

 

sin cos ( )
2

R L

r
x yf f q q+ = +& && &

                             (2.12) 

( )R L

r

L
f q q= -& & &

                                         (2.13) 

 

위의 식 (2.9)-(2.11)을 다음과 같은 형태로 바꿀 수 있게 

된다. 이로 인해 구속 행렬 ( )A q 를 구할 수 있다.  

 

( ) =A q q 0&
                                             (2.14) 

[ ], , , , ,
T

R Lx y f q q q=q                                    (2.15) 
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sin cos 0 0 0 0

cos sin 0 0
2

cos sin 0 0
2

L
r

L
r

f f

f f

f f

é ù
ê ú-
ê ú
ê ú= -
ê ú
ê ú
ê ú- -
ë û

A(q)                 (2.16) 

 

구속조건이 포함된 동역학적 운동방정식은 다음과 같이 구할 

수 있다.[부록 A 참조] 

 

TM(q)q + H(q,q) + G = Eτ + A(q) λ&& &
                      (2.17) 

13 14

23 24

31 32 33

41 42 44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

g

g

M M M

M M M

M M M

M M M

M

M

é ù
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

M(q)              (2.18) 

 

여기서, 

13 31

14 41

23 32

2 2 2 2
33

2
44

2 2
55 66

sin sin

cos cos

sin cos

( sin sin cos 2 2 )

( )

)

g g

g g

g g

g g gxx gzz wd rd

g g yy

w wa ra

M M l M

M M l M

M M l M

M l M I I I I

M l M I

M M M r I I

q f

q f

q q

q q q

g

= = -

= = -

= =

= + + + +

= +

= = + +
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단, 6 6R ´ÎM(q) 은 관성행렬, 6 1R ´ÎH(q,q)& 는 코리올리스와 

원심력 6 1́ÎG R 은 중력, 
6 2R ´ÎE 입력변환 행렬, 

2 1Rt ´Î  

제어입력토크 행렬, A(q) 는 이륜도립진자의 구속 행렬, λ 는 

Lagrange multiplier 이다. gxxI   x 축에 대한 질량관성 모멘트,         

gzzI 는 z 축에 대한 질량관성 모멘트,  gyyI 는 y축에 대한 

질량관성 모멘트, 그리고  wM 는 바퀴의 질량이다.  

각 변수는 다음과 같다. 

 

2 2

2 2

2

2 2

sin cos ( ) 2 cos sin

sin sin ( ) 2 cos cos

2( )sin cos
( , )

( )sin cos

0

0

g g g g

g g g g

g g gxx gzz

g g gxx gzz

l M l M

l M l M

l M I I

l M I I

q f q f qf q f

q f q f qf q f

q qfq

q qf

é ù- + -
ê ú
- + -ê ú
ê ú+ -

= ê ú
- + -ê ú

ê ú
ê ú
ê úë û

H q q

& & & &

& & & &

& &
&

&   (2.19) 

0

0

0

sin

0

0

g gM gl q

é ù
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
-ê ú
ê ú
ê ú
ë û

G    

0 0

0 0

0 0

1 1

1 0

0 1

é ù
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
- -ê ú
ê ú
ê ú
ë û

E   
R

L

t

t

é ù
= ê ú
ë û

τ        (2.20) 

 

한편 A(q) 와 A(q)S(q) = 0 이 만족하는 null-space 관계인 

행렬을 S(q) 라 하면 다음과 같이 구할 수 있다 
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cos 0 0

sin 0 0

0 1 0

0 0 1

1/ 0
2

1/ 0
2

L
r

r

L
r

r

f

f

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê úë û

S(q)                              (2.21) 

 

바퀴의 각속도벡터 ww 와 이륜도립진자 속도벡터
v

w

é ù
ê ú
ë û

와의 

관계는 다음과 같이 주어진다.  

 

[ ]

1

2

1

2

T

R L

L
vr r

L

r r

w w
w

é ù
ê ú é ù

= = ê ú ê ú
ë ûê ú-

ê úë û

wω                        (2.22) 

 

만약 q&  가 ( )A q 의 null space 에서 항상 존재하며 다음과 

같이 식이 존재하게 된다. 

 

q = S(q)η&                                   (2.23) 

q = S(q)η + S(q)η&&& &                                   (2.24) 

, ,
T

v w qé ù= ë ûη &
 

 

여기서 η 는 차량 및 이륜도립진자의 속도로 구성된 

이륜도립진자 속도벡터이다.   
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앞의 식 (2.17)에 ( )TS q 를 곱하면 다음과 같은 식이 성립 

된다. 

 

( ) ( )T T T TS q M q q + S(q) H(q,q) + S(q) G = S(q) Eτ&& &        (2.25) 

 

식 (2.25)에 식 (2.23)과 (2.24)를 대입하고 정리하면 

라그란지안 상수가 소거된 다음과 같은 식이 성립하게 된다. 

 

ˆˆ ˆ ˆMη + H(η, η) + G = Eτ& &                                (2.26)
 
 

여기서, ˆ TM = S(q) M(q)S(q) ,  

é ùë û
TH = S(q) M(q)S(q)η + H(q,q)& &

,
ˆ TG = S(q) G

,

ˆ TE = S(q) E   

  

식(2.26)은 이륜도립진자의 구속조건이 제거된 동역학적 운동 

방정식을 구할 수 있다. 
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           제 3 장 제어기 설계 

  

 

본 장에서는 이륜도립진자를 안정화시키기 위한 PID제어기법 

을 제시한다.  

이륜도립진자를 안정화시키기 위한 이륜도립진자의 주행속도 

v를 PID제어기법으로 사용하여 구하면 다음과 같이 주어진다. 

 

P D Iv K e K e K e dtq q q= + + ò&
                              (3.1) 

req q q= -
 

RD

LD

v

r
v

r

w
w

é ù
ê úé ù

= = ê úê úë û ê ú
ë û

dω
 

여기서 eq  는 이륜도립진자의 기울기각오차이며, , ,P D IK K K 는 

PID 제어기의 이득값들이며, v 는 이륜도립진자의 주행속도이며. 

,rq q 는 이륜도립진자의 목표기울임각과 실제기울임각이다. 

이륜도립진자의 속도가 목표속도를 추적하기 위해 제어하기 

위해서는 동력학적 모델을 기초하여 다음과 같은 두번째 PID 

제어기를 설계한다. 각 제어기의 출력은 합하여 오른쪽과 왼쪽 

바퀴의 구동 토크 입력이 된다. 
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[ ] [ ]
T T

wR wL Rd R Ld Le e w w w w= = - -ωe
                   

(3.3) 

 

여기서 1 2 1 2 1 2, , , , ,P P D D I IK K K K K K 는 상수로 제어기의 이득값 

이며, ,Ld Rdw w 는 좌우바퀴의 목표각속도들이며, ,L Rw w
 
는 좌우 

바퀴의 실제각속도들이다. Fig. 3.1는 본 연구를 위해 제작된 

이륜도립진자가 안정화하기위한 PID 제어기 블록선도이다. 

 

veqrq η q& q
wdω

Rdw

Ldw
Lw

Rw

+

- ò

+

+
-

-

q

Lt

Rt

 

Fig. 3.1 Block  diagram  of  PID  controller 
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제 4 장 시뮬레이션 및 실험 결과 
 

본 장에서는 제안된 모델링과 제어기의 유효성을 입증하기 

위해 시뮬레이션과 실험으로 확인한다. 수평면에 대하여 직선 

시뮬레이션과 실험을 수행한 결과를 제시한다.  

Table 4.1은 본 연구의 시뮬레이션에 사용된 매개변수의 

수치값을 나타낸다.  

 

Table 4.1 The Numeric Value of Parameters for Simulation 

Parameter Value Unit 

gM   10.7 [ kg ] 

wM  26 [ kg ] 

gl   0.14 [m ] 

L   0.566 [m ] 

r  0.235 [m ] 

waI  0.1563 [ 2k g m ] 

wdI  0.0781 [ 2k g m ] 

raI  1.2581 [ 2k g m ] 

rdI  0.9672 [ 2k g m ] 

gxxI  2.1073 [ 2k g m ] 

gzzI  0.6490 [ 2k g m ] 

gyyI  1.8229 [ 2k g m ] 

q  15 [ deg ree ] 
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먼저, 수평면에서의 이륜도립진자를 안정화시키기 위한 PID 

모드 제어기에 대한 시뮬레이션과 실험 결과들을 Fig. 4.1~4.5과 

같이 나타난다. 시뮬레이션과 실험의 초기 조건으로 

이륜도립진자의 기울기 각 q 는 15 ° 로 하였으며, PID 게인 값을 

얻는 방법으로는 시행 착오법으로 하였으며, 실험에서 

이륜도립진자의 기울기 각은 기울기센서로 감지한다. 또한 

sampling time은 약 10ms  이다. 

Fig. 4.1은 이륜도립진자의 목표기울기각인 0° 과의 기울기 각 

오차에 대한 시뮬레이션과 실험 결과이다. 시뮬레이션 결과는 약 

6초 이내에 안정화 상태인 약 0으로 수렴함을 보여준다. 

실험결과는 2± ° 이내로 시뮬레이션 결과를 따라 유계된다는 것을 

보여준다. Fig. 4.2과 Fig. 4.3은 각각 이륜도립진자의 좌우바퀴의 

각속도에 대한 시뮬레이션 및 실험결과를 나타낸다. 좌우회전을 

반복하면서 6초후에 안정되어감을 보여준다. 시뮬레이션 및 

실험결과들도 좌우바퀴모두 목표각속도에 수렴함을 보여준다. Fig. 

4.4와 4.5는 토크에 대한 시뮬레이션과 실험결과를 나타낸다. 

좌우회전을 반복하면서 6초후에 안정되어감을 보여준다.  
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Fig. 4.1 Inclined Angle Error of the Two-wheeled Inverted 

Pendulum 
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Fig. 4.2 Simulated Wheel velocities of the Two-wheeled Inverted 

Pendulum 
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Fig. 4.3 Experimental Wheel velocities of the Two-Wheeled 

Inverted Pendulum 
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Fig. 4.4 Simulated Torques of the Two-wheeled Inverted Pendulum 
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Fig. 4.5 Experimental Toques of the Two-wheeled Inverted 

Pendulum 
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제 5 장 결 론 

 

 

 

본 연구에서는 이륜도립진자의 모델링을 하고 이를 기초로 

하여 이륜도립진자를 안정화시키기 위한 제어기 설계법을 

제안하고, 이를 적용한 이륜도립진자의 개발 결과를 제시하였다. 

본 연구의 결론을 요약하면 다음과 같다. 

 

◈ 이륜도립진자는 수평면에 대하여 각각의 운동학적 모델링 

과 동역학적 모델링을 제시하였다. 

. 

◈ 제시된 이륜도립진자의 운동학적 모델링과 동력학적 

모델링을 바탕으로 수평면에서 이륜도립진자를 안정화  

시키기 위한 PID 제어기를 제안하였다.  

 

◈ 제안된 제어기를 구현하기 위한 제어시스템은 DSP    

TMS320F28335를 기반으로 개발하였고, 또한 본 연구의 

실험을 위한 이륜도립진자를 제작하였다. 이륜도립진자 

몸체의 기울기를 측정하기 위하여 기울기 센서를 

적용하였다. 

 

◈ 또한 시뮬레이션과 실험을 통하여 제안된 제어기의 

유효성을 검증하였다. 특히 수평면에서의 이륜도립진자의 

기울기 각은 시뮬레이션 결과를 따라 수평면에서의 
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실험결과는 6초 후에 2± ° 이내로 시뮬레이션 결과를 따라 

유계되어 안정화됨을 보여준다. 

 

본 연구에서 제안된 제어기는 다양한 분야에서 유용하게 

활용될 것으로 기대된다. 개발된 이륜도립진자는 개인 이동 

수단으로서의 역할과 더불어 기타 여러 다양한 연구분야의 로봇 

플랫폼으로 활용될 것으로 판단된다. 

추후 연구 과제는 다음과 같다.[부록 B, 부록 C 참조] 

◈ 경로추적용 제어기를 적용한 이륜도립진자의 개발 

◈ 벽추종을 위한 이륜도립진자의 개발 
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부 록 

 

 

부록 A  

 

부록 A.1 - 제2장 2절 식 (2.17) 증명 

 

글로벌 좌표에서 이륜도립진자 좌표로의 좌표이동 w
vT 와 

이륜도립진자 좌표에서 몸체의 무게 중심까지의 좌표이동 v
bT 은 

다음과 같이 구할 수 있다. 

cos sin 0

sin cos 0
( , ) ( , , )

0 0 1

0 0 0 1

w
v w

x

y
T Rot Z Trans x y r

r

f f

f f
f

-é ù
ê ú
ê ú= =
ê ú
ê ú
ë û

       
(A1) 

cos 0 sin 0

0 1 1 0
( , ) (0,0,0)

sin 0 cos 0

0 0 0 1

v
b wT Rot y Trans

q q

q
q q

é ù
ê ú
ê ú= =
ê ú-
ê ú
ë û

       
(A2) 

 

식 (A1)와 (A2)를 이용하여 전체 좌표계에서의 몸체의 

무게중심위치는 다음과 같이 구할 수 있다. 
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무게중심의 선속도 w
gV 는 식 (A3)을 미분함으로써 구할 수 있다. 

 

2 ( cos sin sin )

2 ( cos sin sin cos )

sin

g

w
g g

g
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V y yl
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q q f f q f

q q f f q f
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&
                 

(A4) 

 

그리고 무게중심의 회전속도 gW 는 다음식을 이용하여 구하였다. 

 

0 cos 0 sin 0 0 sin

1 0 1 0 0

0 sin 0 cos 0 cos

b v
g v vR

q q f q

q q q

q q f f q

é ùé ù é ù é ù é ù
ê úê ú ê ú ê ú ê úW = W + = + = ê úê ú ê ú ê ú ê ú
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&

& & &

& &
(A5) 

 

이륜도립진자 몸체의 중심의 운동에너지는 선속도 성분과 

회전속도 성분의 합으로 이루어지며 다음과 같이 구할 수 있다.
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(A6) 

 

여기서 gV 는 이륜도립진자의 선속도, gW 는 이륜도립진자의 

회전속도이다. 다음으로 모터를 포함한 양 바퀴의 운동에너지는 

다음과 같이 구할 수 있다. 

 

2 2 2 2 2 2

2

1 1
( ) ( )( )

2 2

( )

g w rw lw wa ra rw lw

wa ra

T M r I I

I I

q q g q q
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(A7) 

 

그리고 이륜도립진자의 위치에너지를 구하게 되면 다음과 같다. 

 

cosg g gU M gl q=
                                        

(A8) 

 

앞의 식을 조합하여 이륜도립진자의 Lagrangian 함수 gL 을 

구하게 되면 다음과 같다. 
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(A9) 

 

식 (A4)에서 구한 Lagrangian 함수로부터 다음과 같이 

Lagrangian 방정식을 유도할 수 있다. 
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부록 B  

 

부록 B.1 - 추적오차 

 

추적오차는 다음과 같이 주어진다. 
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식(B.1)의 1계도함수는 다음과 같다. 
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만일 l은 일정하면( 0=l& ), 다음 식이 얻어진다.  
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부록 C  

부록 C.1 경로추적용 운동학적 제어기 설계 

 

본 제어기는 이륜도립진자의 도립진자를 안정화시키며 동시에 

목표경로 위의 목표점을 일정속도 dv 로 추적하는 제어기를 

설계하는 것이다.  즉 ®¥t 일 경우 ®e 0 이도록 하는 것이다. e , 

( 1, 2, 3, 4)i = 는 다음 식으로 주어진다. 
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cos sin 0 0
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r w

r w
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r w
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여기서, e 는 추적오차이며, , , ,r r r rx y f q 은 이륜도립진자의 각각 

목표위치, 목표방향각 및 목표기울임각이며, , , ,w w wx y f q 는 각각 

이륜도립진자의 각각 터치센서 위치, 방향각 및 이륜도립진자의 

기울임각이다. 

즉, 이륜도립진자가 목표경로를 추적하기 위해 제어하기 

위해서는 도립진자의 기울어진 각q 와 이륜도립진자의 위치 ,x y  

그리고 방향각 f 를 제어해야 한다. 균형을 유지하면서 동시에 

이륜도립진자의 위치를 제어하기 위하여 Lyapunov 함수기반하여  

backstepping법을 이용한 경로추적용 운동학적 제어기를 

설계한다. 목표 각도 rq 와 목표 각속도 rq
& 는 항상 0o 로 하였고, 
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이륜도립진자의 회전에 따라 rf  와 rf
&  을 설정하였다. 또한 목표 

위치 ,r rx y 를 설정함으로써 원하는 위치에서 균형을 잡을 수 

있도록 하였다.  

 

부록 C.2 고정길이센서 

  

 이 경우 고정길이 이륜도립진자 중심에서 센서까지의 길이 l이 

고정일 경우 이륜도립진자의 주행선속도 각속도와 진자의 

각속도를 시스템의 제어입력으로 고려하면 다음과 같은 

오차방정식이 구해진다. (부록 B 참조) 
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              (C.2) 

 

선택된 Lyapunov 함수는 다음과 같이 주어진다. 

 

2 2 23
0 1 2 4

2

1 cos1 1 1

2 2 2

e
V e e e

k

-
= + + +                        (C.3) 

 

식 (C.3)의 도함수는 식(C.2)를 사용하면 다음과 같이 

주어진다. 
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sin e
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( cos ) ( ) ( )r r r

e
e v l v e k e v e k e

k
w w w= - + + + - + + + -   (C.4) 

      

식(C.4)의 0 0V £& 을 얻기 위해 , ,v w q&는 다음 식이 주어진다.  

 

2 2 3 3 3 1 1

2 2 3 3

4 4

( sin ) cos

sin

d r r r

d d r r

d r

v l k e v k e v e k e

k e v k e

k e

w
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ï

= = + +í
ï

= +î
& &

            (C.5) 

 

여기서 321 ,, kkk 는 양수 값 들이며, , ,r r rv w q& 은 각각 

이륜도립진자의 목표주행 선속도, 목표 각속도와 진자의 

목표각속도이다. 

 이륜도립진자의 목표속도는 37.5 10 /rv m s-= ´ 으로 한다. 
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부록 D 

부록 D.1 추적오차의 측정을 위한 터치센서 사용 

 

Fig. D.1 에서 터치센서는 end-effector 와 목표점 사이의 추적 

오차를 측정하는데 사용된다. 터치센서의 구성은 두개의 롤러와 

두개의 포텐쇼미터(potentiometer)로 되어있다. 하나는 회전 

포텐쇼미터(rotary potentiometer)로 또 하나는 선형 포텐쇼미터 

(linear potentiometer)이다. 두 롤러(rollers) 들은 회전 

포텐쇼미터 (potentiometer)의 중심점(pivot)주위를 회전 시킬 수 

있는 회전막대에 장착되어 있다. 이 포텐쇼미터 (potentiometer) 

는 선형 포텐쇼미터(potentiometer)에 의해 측정할 수 있는 세 

번째 링크 변위에 따라 슬라이드할 수 있는 슬라이딩 막대에 

놓여있다.  

Fig. D.1 Structure of the touch sensor  
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터치 센서를 사용하여  추적오차를 측정하는 방법은 Fig. 

D.2와 같다. 두 롤러는 2 3O O와 지점에 배치된다. 추적오차를 

측정하기 위한 두 개의 센서가 필요하다. ed 를 측정하기 위한 

선형센서와    벽면의 곡률을 측정하기 위한 목표경로에서 접선 

사이의 각도를 측정하기 위한 회전(rotary)센서가 있다.  

 

 

Fig. D.2 Configulation of measuring tracking errors using 

touch sensor
 

 

측정오차들은 다음의 방정식에 의해 계산된다. 

 

1 3sinre r e= -                                            (D.1) 

2 3cose re d r e= +                                         (D.2) 
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3 1 1 3( , )
2

e O E OO
p

= Ð -                                    (D.3) 

 

여기서 rr 은 롤러의 반지름이며 ed 는 선형 포텐쇼미터 

(potentiometer)의 측정 변위이고, 3e 는 각도를 측정하는 회전 

포텐쇼미터(potentiometer)이다. 
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